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Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ esitella¨a¨n kosmisen mikroaaltotaustan analysointiin liittyvia¨ menetelmia¨ ja erityisesti
sita¨, miten na¨ma¨ menetelma¨t huomioivat instrumenttikohinan vaikutuksia. Pa¨a¨huomio on Euroopan
avaruusja¨rjesto¨n 2009 laukaiseman Planck-satelliitin data-analyysissa¨ tarvittavissa menetelmissa¨.
Noin 380 000 vuoden ika¨isesssa¨ maailmankaikkeudessa syntynyt kosminen mikroaaltotausta on ta¨r-
kein yksitta¨inen kosmologinen havaintoaineisto. Ta¨ma¨ sa¨teily on suorin ikkuna hyvin varhaiseen
maailmankaikkeuteen ja sen merkitys maailmankaikkeuden historian ja ominaisuuksien kartoitta-
misessa on ollut valtava siita¨ la¨htien, kun se 1960-luvulla ensi kerran havaittiin. Ta¨ma¨n merkityksen
korostamiseksi tutkielman alussa ka¨yda¨a¨n la¨pi kosmologian teoreettista perustaa.
Planck-satelliitin tuottama valtava datama¨a¨ra¨ ja mittaustarkkuus muodostaa huomattavan haas-
teen datan ka¨sittelylle. Rajallisten laskentaresurrsien vuoksi on kehitetta¨va¨ tehokas, mutta samaan
aikaan informaatiota mahdollisimman va¨ha¨n hukkaava analyysiketju.
Ta¨rkea¨ huomioon otettava tekija¨ ta¨ssa¨ kehitystyo¨ssa¨ on mittalaitteissa esiintyva¨ kohina. Ta¨ma¨ ko-
hina on luontevaa ka¨sitella¨ samalla kun taustasa¨teilymittauksista muodostetaan sa¨teilya¨ kuvaavia
taivaankarttoja. Kohinan poistoon on kehitetty monia tehokkaita algoritmeja. Ta¨sta¨ huolimatta osa
siita¨ ja¨a¨ va¨ista¨ma¨tta¨ karttoihin ja ta¨ma¨n odotettavissa oleva vaikutus on otettava jatkoanalyysissa¨
huomioon tieteellisten tulosten luotettavuuden varmistamiseksi. Ta¨ssa¨ tutkielmassa ka¨sitella¨a¨n yk-
sityiskohtaisesti seka¨ kohinan poiston etta¨ karttoihin ja¨a¨va¨n kohinan kuvaamisen kannalta oleellisia
seikkoja.
Karttoihin ja¨a¨va¨n residuaalikohinan kuvaamisessa ta¨rkein tyo¨ka¨lu ovat niin sanotut kohinan ko-
varianssimatriisit. Ta¨ta¨ tutkielmaa varten tuotettiin esimerkkeja¨ na¨ista¨ matriiseista ja tutkittiin
na¨iden onnistumista kohinan kuvaamisessa numeeristen simulaatoiden avulla. Ta¨ssa¨ havaittiin, et-
ta¨ kovarianssimatriisien laatuun voidaan vaikuttaa merkitta¨va¨sti valitsemalla na¨iden numeeriseen
laskemiseen vaikuttavat parametrit oikein.
Lopuksi tutkielmassa esitella¨a¨n kohinan kovarianssimatriisien merkitysta¨ taustasa¨teilyhavaintojen
ja teoreettisten ennusteiden vertailussa. Ne kuvaavat kuinka suuren epa¨varmuustekija¨n instrument-
tikohina tuo ta¨ha¨n vertailuun ja ta¨ma¨ osaltaan parantaa arviota siita¨ kuinka luotettavasti erilaiset
teoreettiset mallit ovat mahdollisia tai pois suljettuja.
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Luku 1
Johdanto
Nykyka¨sityksen mukaan maailmankaikkeus on saanut alkunsa alkura¨ja¨hdyksessa¨ noin 13.7 mil-
jardia vuotta sitten. Ta¨lla¨ tarkoitetaan sita¨, etta¨ nuori maailmankaikkeus oli a¨a¨rimma¨isen ti-
hea¨a¨n pakkautunut ja sen energiatiheys valtava. Na¨issa¨ a¨a¨rimma¨isissa¨ olosuhteissa tuntemamme
fysiikan perusteoriat, hiukkasfysiikan standardimalli ja yleinen suhteellisuusteoria, saavuttavat
pa¨tevyysalueensa rajat ja mielekka¨isiin teoreettisiin tarkasteluihin tarvitaan teoriaa kvanttigravi-
taatiosta.
Varhainen maailmankaikkeus kuitenkin laajeni valtavan nopeasti ja sen energiatiheys laski.
Niin kutsutun Planckin epookin (energiaskaala ∼ 1019GeV) ja¨lkeen maailmankaikkeuden kuvailu,
tai ainakin spekulointi, on teorioidemme ulottuvilla ja kuva on selkeytynyt 1970-luvulta la¨htien.
Ta¨sta¨ eteenpa¨in kuvauksemme koostuu laajenevassa avaruudessa ela¨vista¨ kvanttikentista¨. Jossain
ma¨a¨rin spekulatiiviset suuret yhtena¨isteoriat ennustavat, etta¨ nykya¨a¨n tuntemamme alkeishiuk-
kasfysiikan kuvaavat kolme perusvoimaa – vahva, heikko ja sa¨hko¨magneettinen – muodostivat aluk-
si yhden ”suuren yhtena¨isvoiman”. Luultavasti samoihin aikoihin (energiaskaalalla ∼ 1016GeV)
sijoittuu myo¨s teoreettisen nykykosmologian kannalta ta¨rkea¨ inflaatioskenaario. Ta¨ssa¨ skenaa-
riossa maailmankaikkeus koki eksponentiaalisen nopean laajenemisen vaiheen. Inflaation lopuksi
laajenemisesta vastuussa ollut kentta¨ tai kenta¨t hajosivat valtavan kuumaksi hiukkaspuuroksi.
Ylla¨ hahmoteltuja kehitysvaiheita ei tunneta tarkasti, ja esimerkiksi inflaatiolle on lukemat-
tomia erilaisia malleja. Inflaation ja¨lkeisilla¨ energiaskaaloilla pa¨a¨semme kuitenkin kiihdytinkokeil-
la tarkasti varmennetun hiukkasfysiikan standardimallin mukavuusalueelle. Inflaation ja¨lkeensa¨
ja¨tta¨ma¨ hiukkasjakauma oli niin energeettinen, etta¨ atomit tai edes hadronit eiva¨t pysyneet koos-
sa, vaan maailmankaikkeus koostui kvarkki-gluoniplasmasta. Ta¨ssa¨ vaiheessa heikko ja sa¨hko¨-
magneettinen vuorovaikutus muodostivat viela¨ yhdessa¨ sa¨hko¨heikon vuorovaikutuksen. Maail-
mankaikkeuden yha¨ ja¨a¨htyessa¨ heikon vuorovaikutuksen va¨litta¨ja¨bosonien W±, Z tuotto loppui ja
heikko vuorovaikutus saavutti nyt tuntemamme lyhyen kantaman muodon. Maailmankaikkeuden
ja¨a¨htyminen hadronien sidosenergioiden alapuolelle (∼ 200MeV) aiheutti kvarkkien sitoutumisen
mm. protoneihin ja neutroneihin.
Ta¨ssa¨ vaiheessa maailmankaikkeus oli edelleen liian energeettinen atomien muodostumiselle.
Na¨in ollen avaruus oli ta¨ynna¨ vapaita varauksia, joista fotonit sirosivat jatkuvasti ja maailmankaik-
keus oli la¨pina¨kyma¨to¨n. Lopulta kuitenkin noin 380 000 vuoden ia¨ssa¨, kun maailmankaikkeuden
energiatiheys oli laskenut riitta¨va¨n alhaiseksi (∼ 1eV), protonit ja elektronit sitoutuivat toisiinsa,
muodostaen la¨hinna¨ vety- (∼ 75%) ja helium-atomeita (∼ 25%). Ta¨ma¨n ja¨lkeen maailmankaik-
keus on ollut sa¨hko¨isesti neutraali, ja na¨in ollen fotonit ovat pa¨a¨sseet kulkemaan la¨hes esteetta¨1.
Ta¨ta¨ elektronien sitoutumista atomiytimiin kutsutaan rekombinaatioksi ja siita¨ on muistutuksena
viela¨ nykya¨a¨nkin havaittava kosminen taustasa¨teily.
1Tarkalleen ottaen neutraali vety ionisoitui uudelleen ensimma¨isen ta¨htien, galaksien ja kvasaarien sa¨teilysta¨,
mutta ta¨ssa¨ vaiheessa vetykaasu oli jo niin harvaa, etta¨ fotonien sironta on ollut huomattavasti va¨ha¨isempa¨a¨.
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2 LUKU 1. JOHDANTO
Kosminen taustasa¨teily (engl. Cosmic Microwave Background, CMB) on siis varhaisinta ha-
vaittavissa olevaa sa¨hko¨magneettista sa¨teilya¨. Sen syntyhetkea¨ kutsutaan viimeiseksi sironnaksi
ja pallopintaa, jolta sen havaitaan tulevan, viimeiseksi sirontapinnaksi. Sa¨teilyn spektri vastaa
eritta¨in suurella tarkkuudella mustan kappaleen sa¨teilya¨ ja sen keskila¨mpo¨tila on 2.755K. Termi-
syyden lisa¨ksi sa¨teily on myo¨s eritta¨in isotrooppista. Fluktuaatiot la¨mpo¨tilassa on ovat vain 100
µK:n suuruusluokkaa. Pieniin epa¨isotrooppisuuksiin kuitenkin ka¨tkeytyy CMB-datan suuri voi-
ma. Na¨ma¨ vaihtelut la¨mpo¨tilassa ovat merkki varhaisen maailmankaikkeuden tiheysvaihteluista.
Na¨ma¨ epa¨homogeenisuudet ovat nykya¨a¨n havaittavien rakenteiden, kuten galaksijoukkojen, sie-
men. Ne kertovat, millaisesta alkutilanteesta nyt havaitsemamme moninaiset kosmiset rakenteet
ovat kehittyneet.
Viela¨ syva¨llisempa¨a¨ ymma¨rrysta¨ taustasa¨teilyfluktuaatiot tarjoavat, kun tutkitaan niiden alku-
pera¨a¨. Na¨iden fluktuaatioiden ajatellaan olevan seurausta inflaation kosmologisille pituuskaaloille
venytta¨mista¨ kvanttikenttien fluktuaatioista. Na¨iden suurten energiaskaalojen ilmio¨iden asetta-
mista alkuehdoista voidaan hyvin tunnettua fysiikkaa ka¨ytta¨en johtaa ennusteita viimeisen si-
rontapinnan la¨mpo¨tilafluktuaatioiden ominaisuuksille. Na¨in ollen taustasa¨teily on suora ikkuna
hyvin varhaiseen ja korkeaenergiseen maailmankaikkeuteen. Se mahdollistaa empiiriset havainnot
ilmio¨ista¨, jotka eiva¨t ehka¨ koskaan ole hiukkaskiihdyttimien ulottuvilla ja siten muodostaa ta¨rkea¨n
osan fysiikan perusteorioiden tutkimusta.
Nykymaailmankaikkeuteen johtaneiden alkuehtojen lisa¨ksi taustasa¨teily sisa¨lta¨a¨ tietoa myo¨s
maailmankaikkeuden geometriasta ja laajenemishistoriasta. Ta¨ta¨ kautta se on ta¨rkea¨ havaintoai-
neisto maailmankaikkeuden myo¨ha¨isempiinkin kehitysvaiheisiin liittyvien suurten ongelmien, ku-
ten pimea¨n aineen ja energian ominaisuuksien, kartoittamisessa. Taustasa¨teily siis kertoo meille
valtavan paljon siita¨ minka¨laisesta la¨hto¨tilanteesta nykymaailmankaikkeus on kehittynyt ja miten.
Se on siten ehdottomasti ta¨rkeimpia¨ yksitta¨isia¨ kosmologisia havaintoaineistoja.
Ta¨ma¨n kosmisen muinaisja¨a¨nteen havaitsivat ensimma¨isen kerran Penzias ja Wilson sattu-
malta vuonna 1965 [1]. He saivat myo¨hemmin lo¨ydo¨sta¨a¨n Nobel-palkinnon vuonna 1978. Ta¨ma¨n
ja¨lkeen taustasa¨tely on ollut aktiivisimpia tutkimusalueita havaitsevassa kosmologiassa. Penziak-
sen ja Wilsonin laitteiden tarkkuus ei riitta¨nyt la¨mpo¨tilafluktuaatioiden havaitsemiseen, mut-
ta niiden olemassaolo varmistui NASA:n COBE-satelliitin mittauksista vuonna 1992 [2]. Na¨ita¨
tuloksia ovat tarkentaneet merkitta¨va¨sti NASA:n 2001 laukaisema WMAP [3] ja ESA:n 2009
laukaisema Planck [4]. Muun muassa na¨ma¨ satelliittikartoitukset ovat nostaneet kosmologisen
tutkimuksen spekulaatioista tarkkuusmittauksiin pohjautuvaksi empiiriseksi tieteeksi, jossa maa-
ilmankaikkeuden suurten skaalojen ominaisuuksille saadaan asetettua tiukat rajat. Kuvassa 1.1
na¨kyy taustasa¨teilykartoitusten resoluution parantuminen viimeisen kahdenkymmenen vuoden ai-
kana. Planckin vuonna 2013 julkaistut la¨mpo¨tilamittausten tulokset olivat jo niin tarkkoja, etta¨
ka¨yta¨nno¨llisesti katsoen kaikki la¨mpo¨tilafluktuaatioihin sisa¨ltyva¨ kosmologinen informaatio on nii-
den kautta ka¨ytetta¨vissa¨. La¨mpo¨tilan lisa¨ksi taustasa¨teily sisa¨lta¨a¨ kuitenkin runsaasti tietoa maa-
ilmankaikkeuden historiasta myo¨s polarisaation muodossa. Jo WMAP mittasi taustasa¨teilyn pola-
risaatiota (joskin hyvin karkeasti) ja na¨ita¨ tuloksia Planckin on ma¨a¨ra¨ tarkentaa merkitta¨va¨sti lop-
puvuodesta 2014. Taustasa¨teilyn polarisaation havainnointi on avannut aivan uuden ikkunan var-
haiseen maailmankaikkeuteen ja la¨hitulevaisuuden taustasa¨teilyhankkeet tulevat liittyma¨a¨n juuri
ta¨ma¨n havaintoaineiston yha¨ tarkempaan hyo¨dynta¨miseen.
Ta¨ma¨ tutkielma jakaantuu karkeasti kahteen osaan. Ensimma¨isessa¨ osassa (luku 2) esitella¨a¨n
motivaation vuoksi ja analyysissa¨ esiintyvien ka¨sitteiden ja suureiden ma¨a¨rittelemiseksi kosmolo-
gian teoreettista pohjaa. Perusla¨hto¨kohta on Einsteinin yleisen suhteellisuusteorian soveltaminen
maailmankaikkeuteen kokonaisuutena. Kun ta¨ha¨n yhdisteta¨a¨n malli maailmankaikkeuden aine-
energiasisa¨llo¨lle, voidaan maailmankaikkeuden historia kartoittaa teoreettisin menetelmin ylei-
sen suhteellisuusteorian ja standardimallin pa¨tevyysalueiden reunalle asti. 1900-luvun alun teo-
reettinen kehitys ja yha¨ tarkentuneiden ta¨htitieteellisten ja kosmologisten havaintojen sarja on
3synnytta¨nyt ja hionut niin sanotun kosmologian standardimallin eli ΛCDM-mallin. Vaikka ta¨ma¨
malli sisa¨lta¨a¨ ainesosia joiden mikrofysikaalinen perusta on epa¨selva¨, se on eritta¨in menestyk-
sekka¨a¨sti selitta¨nyt suuren osan kosmologisista havainnoista. Ta¨rkeimpiin na¨ista¨ havainnoista lu-
keutuvat juuri taustasa¨teilyn olemassaolo ja siina¨ esiintyva¨t la¨mpo¨tilafluktuaatiot seka¨ na¨iden
ominaisuudet. Maailmankaikkeuden tiheysvaihteluiden fysiikka ja niiden yhteys taustasa¨teilyn
la¨mpo¨tilafluktuaatioihin ovat avainasemassa kosmologian standardimallissa ja sen varmentami-
sessa. Yleisluonteisen katsauksen tavoitteena on ka¨sitteiden ma¨a¨rittelyn lisa¨ksi hahmotella yhteys
joskus hyvinkin eksoottisten teoreettisten mallien ja kosmologisten havaintojen va¨lilla¨.
Toinen osa (luvut 3 - 5) keskittyy taustasa¨teilydatan analysointiin Yha¨ tarkentuvat taus-
tasa¨teilymittaukset tarvitsevat tuekseen sofistikoituneita datanka¨sittelymenetelmia¨. Olennainen
osan datan analysointia on siina¨ esiintyvien systemaattisten efektien tunnistaminen ja ka¨sittely.
Ilman ymma¨rrysta¨ datassa esiintyva¨sta¨ systematiikasta tieteellisten tulosten tarkkuus ja luotetta-
vuus ka¨rsii. Lisa¨a¨ntyva¨ datama¨a¨ra¨ ja toisaalta rajalliset tallennus- ja laskentaresurssit asettavat
haasteen kehitta¨a¨ laskennallisesti tehokas analyysiketju, joka kuitenkin sa¨ilytta¨a¨ kosmologian kan-
nalta oleellisen informaation ja huomioi systemaattisten efektien propagoitumisen lopputuloksiin.
Ta¨ssa¨ tutkielmassa keskityta¨a¨n erityisesti Planck-analyysin tarpeisiin kehitettyihin menetel-
miin. Planck-satelliitin mittalaitteisto koostuu kahdesta kokonaisuudesta, matalien ja korkeiden
taajuuksien instrumenteista (engl. Low Frequency Instrument, LFI ja High Frequency Instrument,
HFI). LFI mittasi sa¨teilya¨ kolmella taajuuskanavalla va¨lilla¨ 30 − 70GHz ja HFI kuudella kana-
valla va¨lilla¨ 100− 857GHz. Na¨ma¨ kaksi instrumenttia perustuvat eri teknologioihin, jolloin niissa¨
esiintyva¨t systemaattiset efektit ovat erilaisia. Ta¨ma¨ on yksi Planckin vahvuuksista, silla¨ saman
taivaan havainnointi erilaisilla insturmenteilla helpottaa systemaattisten virhela¨hteiden tunnista-
mista. Ta¨ha¨n tutkielmaan on valittu erityisesti LFI-instrumentin analyysissa¨ ka¨ytettyja¨ menetel-
mia¨, mutta osaa niista¨ sovelletaan myo¨s HFI-datan analysoinnissa. Pa¨a¨huomio on taustasa¨teilysta¨
muodostettavissa kartoissa esiintyva¨n residuaalikohinan ka¨sittelyssa¨ ja sen vaikutuksissa analyysi-
ketjun lopputuotteisiin. Kohinan vaikutusten tarkka mallintaminen on ka¨ynyt yha¨ ta¨rkea¨mma¨ksi,
kun myo¨s taustasa¨teilyn polarisaation kartoitus on muuttunut oleelliseksi osaksi analyysia¨. Polari-
saatiosignaali on huomattavasti la¨mpo¨tilasignaalia heikompaa, jolloin instrumenttikohina dominoi
ja sen ominaisuudet on tunnettava eritta¨in tarkasti. Kohinan ka¨sittelyn kannalta ta¨rkein analyysi-
vaihe on taivaankarttojen tuottaminen mittausdatasta. Ta¨ma¨n vaiheen ja¨lkeen karttoihin ja¨a¨va¨n
kohinan ominaisuuksien mallintamisessa ta¨rkein tyo¨kalu ovat niin sanotut kohinan kovarianssi-
matriisit, joita ka¨sitella¨a¨n luvussa 4. Yksityiskohtaisimmin ka¨sitella¨a¨n kohinan kovarianssimatrii-
sien laskemista seka¨ na¨iden riitta¨va¨n tarkkuuden varmentamista. Analyyttisen tarkastelun lisa¨ksi
tutkielmaa varten tuotettiin numeerisesti esimerkkeja¨ kohinan kovarianssimatriiseista ja na¨iden
laadun tutkimiseksi joukko simuloituja taivaankarttoja. Na¨iden kuvaus ja tuloksia vertailusta on
myo¨s luvussa 4. Kohinan kovarianssimatriisien laskemisessa ja ka¨sittelyssa¨ tarvittavat taustatiedot
taustasa¨teilykarttojen laskemisesta esiteta¨a¨n luvussa 3.
Teoreettiset ennusteet taustasa¨teilyn ominaisuuksille ovat pohjimmiltaan tilastollisia. Na¨in ol-
len taustasa¨teilyhavaintojen lopullinen pa¨a¨ma¨a¨ra¨ on tilastollisten suureiden muodostaminen ja
na¨iden vertaaminen eri mallien ennusteisiin. Ta¨rkein suureista on niin sanottu kulmatehospektri,
joka muodostaa nykya¨a¨n standardin tavan verrata teoriaa ja havaintoja. Todellisessa mittausda-
tassa esiintyvien virhela¨hteiden ja toisaalta rajallisten laskentaresurssien vuoksi aluksi yksinker-
taiselta vaikuttava analyysivaihe vaatii hyvinkin erikoistuineita menetelmia¨. Muun muassa na¨issa¨
menetelmissa¨ kohinan kovarianssimatriisit ovat ta¨rkea¨ tyo¨kalu. Taustasa¨teilykarttojen tilastollis-
ten ominaisuuksien analysointia kulmatehospektrin muodossa ja kovarianssimatriisien merkitysta¨
ta¨ssa¨ prosessissa ka¨sitella¨a¨n luvussa 5. Kulmatehospektri toimii edelleen la¨hto¨datana kosmolo-
gisten parametrien ma¨a¨rityksessa¨ ja mallien vertailussa ja juuri ta¨ma¨ on taustasa¨teilymittausten
ta¨rkein anti tieteen kehitykselle.
4 LUKU 1. JOHDANTO
Kuva 1.1: Kehitys koko CMB-taivaan kartoituksessa. Kaksi ylinta¨ ovat NASA:n COBE- ja WMAP-
satelliittien nelja¨n ja seitseman vuoden mittauksiin perustuvat kartat (NASA/WMAP Science
Team). Alimpana Planck-satelliitin 15.5 kuukauden mittauksiin perustuva keva¨a¨lla¨ 2013 julkaistu
kartta (ESA/Planck collaboration).
Luku 2
Kosmologian teoriaa
Jollei toisin mainita, ta¨ssa¨ luvussa ka¨yteta¨a¨n luonnollisia yksiko¨ita¨, joissa c = ~ = kb = 1.
2.1 Friedmann–Lemaˆıtre–Robertson–Walker-maailmankaikkeus
Nykykosmologian ka¨sitys maailmankaikkeudesta kehittyva¨na¨ kokonaisuutena on saanut alkunsa
kahdesta 1900-luvun alkupuoliskon merkitta¨va¨sta¨ lo¨ydo¨sta¨. Teoreettinen pohja on Einsteinin 1915
julkaisemassa yleisessa¨ suhteellisuusteorissa, joka muutti aika-avaruuden staattisesta taustasta
dynaamiseksi vapausasteeksi. Ensimma¨iset empiiriset havainnot ta¨sta¨ dynaamisesta kehityksesta¨
saatiin 1920-luvulla maailmankaikkeuden laajenemisen muodossa [5]. Punasiirtyma¨havaintojen
mukaan galaksit loittonevat meista¨ nopeudella v, joka on suoraan verrannollinen niiden eta¨isyyteen
d meista¨
v = H0d, (2.1)
missa¨ verrannollisuuskerroin H0 on Hubblen vakio. Niin sanotun kosmologisen periaatteen mukaan
maailmankaikkeus on (statistisesti) homogeeninen ja isotrooppinen, eli mika¨a¨n sijainti tai suunta ei
ole erityisasemassa. Ta¨ma¨n mukaisesti yhta¨lo¨n (2.1) tulkitaan kuvaavan avaruuden laajenemista.
Luonnollinen selitys ta¨lle saadaan yleisesta¨ suhteellisuusteoriasta.
Yleisen suhteellisuusteorian mukaan maailmankaikkeuttame kuvaa neliulotteinen aika-avaruus.
Teorian perusvapausasteet ovat ta¨ma¨n aika-avaruuden geometriset ominaisuudet ma¨a¨ritta¨va¨n
metriikan komponentit gµν ja ne puolestaan ma¨a¨ra¨ytyva¨t aika-avaruuden sisa¨lta¨ma¨sta¨ energiati-
heydesta¨. Kosmologisen periaatteen mukainen isotrooppinen ja homogeeninen maailmankaikkeus
tarkoittaa yleisen suhteellisuusteorian kontekstissa sita¨, etta¨ on olemassa erityinen aikakoordinaat-
ti t, ns. kosminen aika, jonka vakioarvoja vastaavat kolmiulotteiset aliavaruudet ovat homogeenisia
ja isotrooppisia. Yleisin ta¨llaista aika-avaruutta kuvaava metriikka on Friedmann–Lemaˆıtre–Ro-
bertson–Walker-metriikka (FLRW-metriikka) [6–8], jonka avulla voidaan kirjoittaa viivaelementti
pallokoordinaateissa
ds2 ≡ gµνdxµdxν = −dt2 + a2(t)
(
dr2
1−Kr2 + r
2dΩ2
)
. (2.2)
Ta¨ssa¨ on omaksuttu Einsteinin summaussa¨a¨nto¨, jossa summataan indeksin arvojen yli, kun se
esiintyy yla¨ ja alaindeksina¨. Kreikkalaisin kirjaimin merkityt indeksit saavat arvoja 0 . . . 3 ja la-
tinalaisin kirjaimin merkityt arvoja 1 . . . 3. K yhta¨lo¨ssa¨ (2.2) on maailmankaikkeuden avaruudel-
linen vakiokaarevuus. Ajan funktio a(t) on skaalatekija¨, joka antaa fysikaalisen eta¨isyyden ava-
ruuden pisteiden va¨lilla¨. On usein ka¨yta¨nno¨llista¨ ma¨a¨ritella¨ mukana laajenevia (engl. comoving)
suureita jakamalla tekija¨lla¨ a(t). Ta¨llo¨in esimerkiksi vakiokoordinaattieta¨isyydella¨ toisitaan ole-
vien pisteiden mukana laajeneva eta¨isyys on vakio. Usein skaalatekija¨lle ka¨yteta¨a¨n normitusta
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a(t0) = 1, missa¨ t0 on nykyhetki. Ta¨sta¨ eteenpa¨in suureen b(t) arvoa nykyhetkella¨ t0 merkita¨a¨n
alaindeksilla¨ b0. Skaalatekija¨sta¨ johdettavissa oleva toinen hyo¨dyllinen suure on maailmankaikkeu-
den suhteellisen laajenemisnopeuden antava Hubblen parametri H ≡ a˙/a, jonka ta¨ma¨n hetkinen
arvo H0 = 67.3± 1.2 km/s/Mpc on Hubblen lain (2.1) verrannollisuuskerroin.
Usein suureet on ka¨yta¨nno¨llista¨ ilmaista konformiajan η avulla. Ta¨ma¨ aikakoordinaatti skaa-
lautuu avaruuden laajenemisen mukana siten, etta¨ dη = a−1(t)dt. Ta¨llo¨in avaruudellisesti laakea
(K = 0) FLRW-metriikka saa yksinkertaisen muodon
gµν = a
2(η)ηµν , (2.3)
missa¨ ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) on suppean suhteellisuusteorian Minkowskin metriikka. Konformiai-
kaa ka¨ytta¨en on ka¨yta¨nno¨llista¨ ma¨a¨ritella¨ muitakin suureita, kuten konformaalinen Hubblen pa-
rametri
H = 1
a
da
dη
≡ a
′
a
= aH, (2.4)
missa¨ on esitelty pilkkunotaatio (′) derivaatalle konformiajan suhteen.
Skaalatekija¨ a(t) saadaan ma¨a¨ritettya¨ Einsteinin yhta¨lo¨n avulla
Gµν = 8piGTµν , (2.5)
missa¨ G on Newtonin gravitaatiovakio. Einsteinin tensori Gµν sisa¨lta¨a¨ kuvauksen aika-avaruuden
kaarevuudesta metriikan gµν ensimma¨isten ja toisten derivaattojen muodossa ja yhta¨lo¨ (2.5) liitta¨a¨
sen energia–liikema¨a¨ra¨-tensoriin Tµν . Yleisessa¨ tapauksessa tensorimuotoinen Eisteinin yhta¨lo¨ si-
sa¨lta¨a¨ kymmenen kytkeytynytta¨ osittaisdifferentiaaliyhta¨lo¨a¨, joten sen ratkaiseminen on a¨a¨rim-
ma¨isen vaikeaa. Isotrooppisuuden ja homogeenisuuden vaatimuksesta kuitenkin seuraa, etta¨ ener-
gia–liikema¨a¨ra¨-tensorin on oltava ideaalifluidin muotoa (ta¨ma¨n fluidin lepokoordinaatistossa)
Tµν =
(
ρ 0
0 pδij
)
, (2.6)
missa¨ ρ on fluidin energiatiheys ja p paine. Ta¨lla¨ tavoin yksinkertaisen isotrooppisen ja homo-
geenisen maailmankaikkeuden tapauksessa tensoriyhta¨lo¨ (2.5) redusoituu Friedmannin yhta¨lo¨iksi
skaalatekija¨lle a(t) (
a˙
a
)2
=
8piG
3
ρ− K
a2
(2.7)
a¨
a
= −4piG
3
(ρ+ 3p) (2.8)
Na¨iden yhta¨lo¨iden avulla on mahdollista ratkaista maailmankaikkeuden laajenemishistoria, kun
sen energiasisa¨lto¨ tunnetaan. Einsteinin yhta¨lo¨sta¨ on myo¨s johdettavissa energia-liikema¨a¨ra¨tensorille
jatkuvuusyhta¨lo¨
∇µTµν = 0, (2.9)
missa¨ ∇µ on metriikan ma¨a¨ra¨a¨ma¨ kovariantti derivaatta [9]. Jatkuvuusyhta¨lo¨ (2.9) on energian
ja liikema¨a¨ra¨n sa¨ilymislakien yleistys kaarevaan aika-avaruuteen. FLRW-maailmankaikkeudessa
ta¨ma¨ yksinkertaistuu muotoon
ρ˙ = −3(ρ+ p) a˙
a
. (2.10)
Jos energiakomponentin tilanyhta¨lo¨ p = p(ρ) tunnetaan, yhta¨lo¨ (2.10) kertoo miten ta¨ma¨n kompo-
nentin energiatiheys kehittyy laajenevassa maailmankaikkeudessa. Usein eri energiakomponentit
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mallinnetaan tilanyhta¨lo¨lla¨ p = wρ, missa¨ w on vakio. Ta¨llo¨in jatkuvuusyhta¨lo¨ (2.10) voidaan
integroida ja saadaan energiatiheyden kehitys skaalatekija¨n funktiona
ρ ∝ a−3(1+w). (2.11)
Maailmankaikkeuden energiasisa¨lto¨ voidaan jakaa eri komponentteihin na¨iden tilanyhta¨lo¨iden mu-
kaan. Epa¨relativistiselle materialle w = 0 ja ρm ∝ a−3, silla¨ aineen massatiheyden lasku on suo-
raan verrannollinen tilavuuden kasvuun. Valtaosa epa¨relativistesta materiasta (∼ 85% [10]) on
niin sanottua pimea¨a¨ ainetta, joka vuorovaikuttaa ainoastaan gravitaation (ja ehka¨ heikon vuo-
rovaikutuksen) va¨lityksella¨. Homogeenisessa maailmankaikkeudessa pimea¨ aine ka¨ytta¨ytyy kuten
tavallinen baryoninen aine, mutta na¨iden ali- ja ylitiheydet kehittyva¨t eri tavoilla, jolloin na¨ma¨
energiakomponentit ta¨ytyy erottaa toisistaan. Relativistiselle sa¨teilylle w = 1/3 ja ρr ∝ a−4.
Ylima¨a¨ra¨inen tekija¨ a−1 johtuu punasiirtyma¨n aiheuttamasta energian menetyksesta¨. Nykyisen
valtavirtaka¨sityksen mukaan na¨iden lisa¨ksi tarvitaan viela¨ kolmas energiakomponentti. Super-
novahavaintojen perusteella maailmankaikkeus na¨ytta¨a¨ laajenevan kiihtyva¨sti, ja ta¨ma¨ havainto
on sopusoinnussa myo¨s esimerkiksi taustasa¨teilyhavaintojen kanssa. Kiihtyva¨n laajenemisen se-
litta¨miseen tarvitaan energiakomponentti, niin sanottu pimea¨ energia, jolla on negatiivinen paine.
Ta¨ma¨n energiakomponentin mikrofysikaalinen perusta on viela¨ toistaiseksi tuntematon ja sille on
useita fenomenologisia malleja. Yksinkertaisinta ja dataan hyvin sopivaa mallia kutsutaan tyhjio¨n
energiaksi tai kosmologiseksi vakioksi, ja sille w = −1 ja ρΛ = vakio. Na¨in ollen maailmankaik-
keuden kokonaisenergiatiheys voidaan lausua skaalatekija¨n ja siten ajan funktiona
ρ(t) = ρm0a(t)
−3 + ρr0a(t)−4 + ρΛ0. (2.12)
Yleensa¨ energiatiheydet ilmoitetaan kriittisen tiheyden ρc avulla
ρc(t) =
3H2
8piG
(2.13)
Ta¨ma¨ on siis energiatiheys, joka nopeudella H laajenevalla maailmankaikkeudella on, jos kaare-
vuus K = 0. Kriittinen tiheys ρc ma¨a¨ritteleen energiakomponentin ρi tiheysparametrin Ωi ≡ ρi/ρc.
Havaintojen mukaan maailmankaikkeuden nykyinen kokonaistiheys Ω0 = Ωm0 + Ωr0 + ΩΛ0 = 1
hyvin suurella tarkkuudella, eli maailmankaikkeus on eritta¨in la¨hella¨ avaruudellisesti laakeaa. On
helposti osoitettavissa (esim. luku 2.3), etta¨ kaarevuuden vaikutus laajenemisnopeuteen kasvaa
suhteessa aineeseen ja sa¨teilyyn skaalatekija¨n mukana, joten K = 0 on a¨a¨rimma¨isen hyva¨ ap-
proksimaatio koko maailmankaikkeuden tunnetun historian ajan. Na¨in ollen ta¨sta¨ eteenpa¨in aika-
avaruuden mallintamisen perusla¨hto¨kohdaksi otetaan laakea FLRW-metriikka.
Yhta¨lo¨ssa¨ (2.12) eri energiakomponenttien suhteellinen osuus maailmankaikkeudessa muuttuu
skaalatekija¨n mukana. Aivan varhaisimpia korkeaenergisia ilmio¨ita¨ lukuunottamatta maailman-
kaikkeuden historia voidaan ta¨lla¨ perusteella jakaa karkeasti kolmeen aikakauteen, jolloin skaala-
tekija¨ kehittyy eri tavoilla:
1. Sa¨teilyn dominoima
2. Materian dominoima
3. Tyhjio¨energian dominoima
Sa¨teilyn ja materian dominoidessa maailmankaikkeuden laajeneminen hidastuu ja kuten mainit-
tua tyhjio¨energia saa aikaan laajenemisen kiihtymisen. Ta¨na¨ pa¨iva¨na¨ eri energiakomponenttien
osuudet ovat suuruusluokkaa Ωr0 ∼ 10−4, Ωm0 ∼ 0.3 ja ΩΛ0 ∼ 0.7. Materian energiatiheys ylitti
sa¨teilyn energiatiheyden noin 75 000 vuoden ia¨ssa¨ ja tyhjio¨n energia materian energiatiheyden
noin 9.7 miljardin vuoden ia¨ssa¨. Maailmankaikkeus on siis ollut suurimman osan historiastaan
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materian dominoima ja siirtyma¨ tyhjio¨energian dominoimaan maailmankaikkeuteen on tapahtu-
massa kosmologian mittakaavassa juuri nyt. Ta¨sta¨ juontuu myo¨s kosmologian standardimallin
nimi: nykya¨a¨n maailmankaikkeuden kaksi hallitsevaa energiakomponenttia ovat tyhjio¨energia Λ
ja epa¨relativistinen pimea¨ aine (engl. Cold Dark Matter, CDM).
Kun maailmankaikkeuden laajenemishistoriaa ekstrapoloidaan riitta¨va¨n kauas menneisyyteen,
yhta¨lo¨n (2.12) ma¨a¨ra¨a¨ma¨ energiatiheys ja sita¨ kautta myo¨s la¨mpo¨tila kasvaa niin suureksi, etteiva¨t
elektronit pysy sitoituneina atomiytimiin ja saavutaan hetkeen tdec, jolloin kosmisen taustasa¨teilyn
fotonit ovat juuri sironneet viimeisen kerran vapaista elektroneista ja aloittaneet matkansa kohti
havaintolaitteitamme.
Ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavaksi muutamia kosmologiassa usein esiintyvia¨ ka¨sitteita¨.
Punasiirtyma¨
Kosmologisia pituus- ja aikaskaaloja on hyvin vaikea mitata suoraan. Toisaalta sa¨hko¨magneettisen
sa¨teilyn ominaisuuksia osataan mitata hyvin tarkasti. Na¨in ollen eta¨isyytta¨ hyo¨dyllisempi suure
on punasiirtyma¨. Se ma¨a¨ritella¨a¨n havaitun sa¨teilyn ja vastaavan laboratoriossa mitatun la¨hteen
sa¨teilyn aallonpituuksien suhteellisena erona
z ≡ λ− λ0
λ0
. (2.14)
Punasiirtyma¨n yhteys skaalatekija¨n arvoihin sa¨teilyn la¨hto¨- ja havaitsemishetkilla¨ t1 ja t2 on yk-
sinkertainen
1 + z =
a(t2)
a(t1)
(2.15)
Havaitun kohteen punasiirtyma¨ kertoo kuinka kauan sitten havaittu valo on la¨htenyt liikkeelle
t(z) =
∫ z
0
dz′
1 + z′
H(z′) (2.16)
seka¨ eta¨isyyden havaitsijasta
dp(z) = (1 + z)
−1
∫ z
0
dz′
H(z′)
(2.17)
kun maailmankaikkeuden laajenemishistoria (eli H(z)) tunnetaan. Punasiirtyma¨a¨ ka¨yteta¨a¨n kos-
mologiassa etenkin kohteiden ia¨n ilmaisemiseen. Esimerkiksi kosmisen taustasa¨teilyn syntyhetkea¨
vastaa punasiirtyma¨ z ≈ 1100.
Horisontti
Kosmologiassa on useita horisontin ka¨sitteita¨. Yksi na¨ista¨ on niin sanottu hiukkashorisontti. Ta¨ma¨
on eta¨isyys, jonka valo on kulkenut maailmankaikkeuden historian aikana ja siis sen a¨a¨rellisen ia¨n
vuoksi a¨a¨rellisen suuri (maailmankaikkeuden ei kuitenkaan tarvitse olla avaruudellisesti a¨a¨rellinen).
Se muodostaa havaittavan maailmankaikkeuden rajan. Koska signaalit kulkevat maksimissaan va-
lon nopeudella, ta¨ta¨ kauempana toisistaan olevat alueet eiva¨t ole kausaalisesti yhteydessa¨ toisiinsa.
Muutaman rivin laskulla on osoitettavissa [11], etta¨ ta¨ma¨ eta¨isyys on materiaa, sa¨teilya¨ ja tyhjio¨n
energiaa sisa¨lta¨va¨ssa¨ laakeassa FLRW-maailmankaikkeudessa
dhor =
1
aH0
∫ 1
0
dx√
ΩΛ0x4 + Ωm0x+ Ωr0
, (2.18)
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missa¨ Ωm0 +Ωr0 +ΩΛ0 = 1. Sa¨teilyn dominoidessa yhta¨lo¨sta¨ (2.18) saadaan dhor = (aH)
−1 = H−1
ja materian dominoidessa dhor = 2H−1. Na¨in ollen horisontin koko on suurimman osan maailman-
kaikkeuden historiasta niin sanotun mukana laajenevan Hubblen pituuden suuruusluokkaa,
dhor ∼ lH ≡ H−1. (2.19)
Ta¨sta¨ syysta¨ kosmologiassa puhutaan myo¨s Hubblen pituuden yhteydessa¨ horisontista. Ta¨ma¨ ho-
risontti on ta¨rkea¨ maailmankaikkeuden epa¨homogeenisuuksia tarkasteltaessa, silla¨ se muodostaa
pituuskaalan jota pienempien ja suurempien skaalojen ha¨irio¨t kehittyva¨t toisistaan selva¨sti poik-
keavilla tavoilla. On myo¨s ta¨rkea¨a¨ huomata, etta¨ materian ja/tai sa¨teilyn dominoidessa maail-
mankaikkeuden energiatiheytta¨ mukana laajeneva Hubblen pituus kasvaa:
d
dt
lH = − a¨
a˙2
(2.20)
ja yhta¨lo¨sta¨ (2.8) na¨hda¨a¨n, etta¨ a¨ < 0, kunhan ρ, p > 0. Ta¨ma¨ pa¨tee tavalliselle (vuorovaikutta-
mattomalle) aineelle ja sa¨teilylle. Na¨in ollen maailmankaikkeuden ika¨a¨ntyessa¨ yha¨ kaukaisemmat
alueet kytkeytyva¨t kausaalisesti toisiinsa
Kuten todettua, maailmankaikkeus ei ole kuitenkaan ollut koko historiansa ajan sa¨hko¨magneet-
tiselle sa¨teilylle la¨pina¨kyva¨. Niin sanottu optinen horisontti on eta¨isyys viimeiseen sirontapintaan
ja muodostaa sen osan maailmankaikkeutta, josta vomme ka¨yta¨nno¨ssa¨ tehda¨ havaintoja – niin
kauan kuin sa¨hko¨magneettinen sa¨teily on pa¨a¨asiallinen havaintoaineisto.
2.2 Lineaariset epa¨homogeenisuudet
Mikroaaltotaustasa¨teily on eritta¨in suurella tarkkuudella isotrooppista. Ta¨ma¨ kertoo siita¨, etta¨
viimeisen sironnan hetkella¨ tdec ∼ 380 000 a maailmankaikkeus on ollut hyvin homogeeninen.
Ylla¨ kuvailtu FLRW-maailmankaikkeus on siis varsinkin varhaisina aikoina hyva¨ ensimma¨inen
approksimaatio. Taustasa¨teilyn pienet la¨mpo¨tilavaihtelut ∆T/T ∼ 10−5 kertovat kuitenkin ener-
giatiheyden pienista¨ epa¨homogeenisuuksista, joden ominaisuuksia ja kehitysta voidaan tarkastella
ha¨irio¨teoreettisesti. Ta¨ssa¨ luvussa keskityta¨a¨n lineaariseen ha¨irio¨teoriaan, jonka perusasioita esi-
tella¨a¨n ensin yleisesti. Asioiden monimutkaistuessa rajoitutaan taustasa¨teilyn fluktuaatioden se-
litta¨misen kannalta oleellisiin seikkoihin ja yksityiskohtaisten laskujen sijaan keskityta¨a¨n taustalla
olevien idoiden hahmotteluun.
Kosmologisessa ha¨irito¨teoriassa fysikaaliset suureet jaetaan homogeeniseen taustaosaan ja pie-
neen ha¨irio¨o¨n ta¨ma¨n ympa¨rilla¨
f(t,x) = f¯(t) + δf(t,x), (2.21)
missa¨ taustasuure f¯(t) on koko suureen avaruudellinen keskiarvo ja ha¨irio¨ δf(t,x) pieni suhteessa
ta¨ha¨n. Yleisessa¨ suhteellisuusteoriassa perusvapausasteet ovat metriikan komponentit, joten na¨ma¨
jaetaan johonkin yksinkertaiseen taustametriikkaan ja pieneen ha¨irio¨o¨n ta¨ma¨n ympa¨rilla¨
gµν = g¯µν + δgµν . (2.22)
Ta¨ssa¨ ha¨irio¨ pienuus tarkoittaa, etta¨ |δgµν |  |g¯µν |. Kosmologiassa tausta-avaruus on laakea
FLRW-maailmankaikkeus g¯µν = a
2(η)ηµν , johon lisa¨ta¨a¨n ha¨irio¨ δgµν = a
2(η)hµν . Ensimma¨isen
kertaluvun ha¨irio¨teoria on ekvivalentti sen kanssa, etta¨ tutkittaisiin tunnetussa tausta-avaruudessa
ela¨va¨n symmetrisen tensorin hµν kehitysta¨. Indeksien lasku ja nosto tapahtuu edelleen FLRW-
metriikan avulla, silla¨ korjaukset olisivat toista kertalukua ha¨irio¨ssa¨ hµν [9].
Metriikan ha¨irio¨n pienuus implikoi, etta¨ myo¨s energia-liikema¨a¨ra¨tensori voidaan jakaa taus-
taosaan ja pieneen ha¨irio¨o¨n
Tµν = T¯µν + δTµν , (2.23)
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missa¨ taustan energia-liikema¨a¨ra¨tensori T¯µν on yhta¨lo¨ssa¨ (2.6) esitetty homogeenisen ja isotroop-
pisen ideaalifluidin muotoa ja ha¨irio¨ δTµν on ensimma¨isen kertaluvun pieni.
Taustamaailmankaikkeus siis noudattaa homogeenista ja istrooppista Einsteinin yhta¨lo¨a¨ ja
ha¨iritty maailmankaikkeus epa¨homogeenisen ja -isotrooppisen osan sisa¨lta¨va¨a¨ yhta¨lo¨a¨:
G¯µν = 8piT¯µν ja Gµν = 8piTµν (2.24)
Ha¨irio¨n δgµν liikeyhta¨lo¨t saadaan va¨henta¨ma¨lla¨ na¨ma¨ kaksi yhta¨lo¨a¨ toisistaan
G¯µν + δGµν = 8piG(T¯µν + δTµν), (2.25)
eli δgµν voidaan ratkaista yhta¨lo¨ista¨
δGµν = 8piGδTµν . (2.26)
Jotta kahden eri aika-avaruuden Einsteinin yhta¨lo¨t voidaan va¨henta¨a¨ toisistaan, tarvitaan pis-
teitta¨inen yhteys na¨iden aika-avaruuksien va¨lilla¨. Ta¨ma¨n yhteyden ma¨a¨ra¨a¨ koordinaatisto {xρ};
piste P¯ taustamaailmankaikkeudessa yhdisteta¨a¨n pisteeseen P ha¨irityssa¨ maailmankaikkeudes-
sa, kun na¨illa¨ on samat koordinaatit. Ta¨ha¨n liittyy niin sanottu mitan valinnan ongelma, jota
ka¨sitella¨a¨n tarkemmin luvussa 2.2.2
2.2.1 Ha¨irio¨iden luokittelu
Metriikan ha¨irio¨t voidaan jakaa osiin sen perusteella, miten ne muuttuvat tausta-avaruuden sym-
metriamuunnoksissa. Homogeenisen ja isotrooppisen taustan tapauksessa na¨ma¨ muunnokset ovat
avaruudelliset rotaatiot ja siirrot. On siis ka¨yta¨nno¨llista¨ erottaa toisistaan suureiden ajan ja ava-
ruuden suuntaiset komponentit. Ta¨sta¨ eteenpa¨in avaruudelliset indeksit nostetaan ja lasketaan
yksikko¨metriikalla, f i ≡ δijfj , ja indeksien sijoittelulla on puhtaasti notaatiota siistiva¨ merkitys.
Ha¨irio¨termi hµν voidaan kirjoittaa muodossa
hµν =
( −2A −Bi
−Bi −2Dδij + 2Eij
)
. (2.27)
Rotaatioissa A muuntuu kuten skalaari ja Bi kuten vektori. D on hµν :n avaruusosan ja¨lki, D =
1
6h
i
i
ja Eij ja¨ljeto¨n tensori, E
i
i = 0. Ha¨irio¨t Bi ja Eij sisa¨lta¨va¨t viela¨ kumpikin yhden skalaarivapausas-
teen BS , ES ja Eij lisa¨ksi kaksi vektorivapausastetta
Bi = ∂iB
S +BVi (2.28)
Eij = (∂i∂j − 1
3
δij∇2)ES + 1
2
(∂iE
V
j + ∂jE
V
i ) + E
T
ij . (2.29)
Vektorivapausasteilla on ha¨via¨va¨ divergenssi, ∂iBVi = ∂
iEVi = 0 ja tensorivapausaste on ja¨ljeto¨n ja
poikittainen, δijETij = δ
ik∂kE
T
ij = 0. Na¨in ollen symmetrisen tensorin hµν kymmenen vapausastetta
jakautuvat nelja¨a¨n skalaarivapauasteeseen A,BS , D,ES , nelja¨a¨n vektorivapausasteeseen BVi , E
V
i
ja kahteen tensorivapauasteeseen ETij .
Ensimma¨isen kertaluvun ha¨irio¨teoriassa ha¨irio¨t A,Bi, D,Eij ovat pienia¨, joten niiden tulot
ovat toista kertalukua. Na¨in ollen ne kehittyva¨t toisistaan riippumattomasti. Kosmologian kan-
nalta ta¨rkeimpia¨ ovat skalaarivapausasteet. Ne kytkeytyva¨t paineen ja energiatiheyden epa¨homo-
geenisuuksiin ja aiheuttavat yli- ja alitiheiden alueiden erojen kasvun. Na¨in ollen ne ovat vastuussa
maailmankaikkeuden rakenteiden synnysta¨. Toistaiseksi kaikki havainnot voidaan selitta¨a¨ ka¨ytta¨en
ainoastaan skalaariha¨irio¨ita¨ [12]. Voidaan itseasiassa osoittaa, etta¨ laajenevassa avaruudessa vek-
toriha¨irio¨ille BVi , E
V
i on ainoastaan ajassa ha¨via¨via¨ ratkaisuja. Ei ole syyta¨ olettaa niiden olleen
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edes varhaisessa maailmankaikkeudessa suuria [13], joten ja¨ta¨mme ne ta¨sta¨ eteenpa¨in huomiotta.
Tensoriha¨irio¨t ovat yksinkertaisesti gravitaatioaaltoja. Na¨iden komponentteja merkita¨a¨n yleensa¨
hij (joista siis vain kaksi on riippumattomia). Nykyka¨sityksen mukaan niita¨ saattaa syntya¨ in-
flaatiovaiheen hyvin korkeaenergisissa¨ ilmio¨issa¨. Na¨iden primordiaalisten gravitaatioaaltojen ja¨lki
on ainakin teoriassa mahdollista havaita kosmisen mikroaaltotaustan polarisaatiossa (esim. luku
2.4.1). Ta¨ma¨n signaalin ja sita¨ kautta tensoriha¨irio¨iden amplitudin havaitseminen olisi kosmolo-
gialle ja erityisesti inflaatiofysiikalle hyvin merkitta¨va¨ asia.
2.2.2 Mittamuunnokset
Metriikan ha¨irio¨ hµν on nyt saatu jaettua tausta-avaruuden symmetriamuunnoksissa eri tavoin
muuntuviin redusoitumattomiin osiin. Jako taustasuureeseen ja ha¨irio¨o¨n ei kuitenkaan ole yk-
sika¨sitteinen. Yleisessa¨ suhteellisuusteoriassa aika-avaruuden kuvaamisessa kaikki koordinaatistot
ovat samanarvoisia. FLRW-maailmankaikkeudessa kuitenkin symmetria asettaa tietyn aikakoordi-
naatin – sen jonka vakioarvoja vastaavat aliavaruudet ovat homogeenisia ja isotrooppisia – erityis-
asemaan. Ha¨irityssa¨ maailmankaikkeudessa ta¨ta¨ symmetriaa ei ena¨a¨ ole, ja koordinaatisto voidaan
valita monella tavalla, rikkomatta kuitenkaan ehtoa |δgµν |  |g¯µν |. Siirrytta¨essa¨ toisiaan la¨hella¨
olevien koordinaatistojen va¨lilla¨ pisteiden vastaavuus tausta- ja ha¨irityssa¨ maailmankaikkeudessa
muuttuu. Taustamaailmankaikkeuden pistetta¨ P¯ vastaavat kahdessa eri ha¨irityn maailmankaik-
keuden koordinaatistossa pisteet P ja P˜ . Tarkastellaan kuinka metriikan komponentit muuttuvat
koordinaattimuunnoksissa
xρ → x˜ρ = xρ + ξρ, (2.30)
missa¨ ξρ ovat funktioita aika-avaruudessa ja ensimma¨isen kertaluvun pienia¨. Tavallinen (0, 2)-
tensorien muunnoskaava antaa
gµν(x
ρ)→ g˜µν(x˜ρ) = ∂x
α
∂x˜µ
∂xβ
∂x˜ν
gαβ(x
ρ) ≈ g¯µν(xρ) + δgµν − g¯µα∂νξα − g¯αν∂µξα, (2.31)
missa¨ on pidetty mukana ainoastaan termit jotka ovat ensimma¨ista¨ kertalukua δgµν :ssa¨ ja ξ
ρ:ssa¨.
Uusissa koordinaateissa x˜ρ metriikka voidaan ja¨lleen jakaa FLRW-osaan ja pieneen ha¨irio¨o¨n
g˜µν(x˜
ρ) = g¯µν(x˜
ρ) + δg˜µν . (2.32)
Kun lisa¨ksi otetaan huomioon, etta¨ FLRW-metriikkan komponentit voidaan Taylor-kehitta¨a¨ pis-
teen xρ ympa¨risto¨ssa¨
g¯µν(x˜
ρ) ≈ g¯µν(xρ)− ξα∂αg¯µν , (2.33)
saadaan viimein muunnoskaava metriikan ha¨irio¨lle [13]:
δgµν → δg˜µν = δgµν − ξα∂αg¯µν − g¯µα∂νξα − g¯αν∂µξα. (2.34)
Ta¨ma¨ kaava siis kertoo, kuinka metriikan ha¨irio¨ muuntuu koordinaatiston muunnoksissa.
Soveltamalla kaavaa (2.34) ha¨irio¨o¨n (2.27) saadaan muunnoskaavat
A˜ = A− ∂0ξ0 − a
′
a
ξ0,
B˜i = Bi + ∂0ξ
i − ∂iξ0,
D˜ = D +
1
3
∂kξ
k +
a′
a
ξ0,
E˜ij = Eij − 1
2
(
∂jξ
i + ∂iξ
j
)
+
1
3
δij∂kξ
k
(2.35)
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Mahdollisuutta valita ha¨irityssa¨ maailmankaikkeudessa useiden eri koordinaatistojen va¨lilla¨ kutsu-
taan mittavapaudeksi. Vapaus valita nelja¨ koordinaattia poistaa ha¨irio¨tensorin hµν alkupera¨isista¨
kymmenesta¨ vapausasteesta nelja¨, jolloin ja¨ljelle ja¨a¨ kuusi fysikaalista vapausastetta. Ka¨ytta¨ma¨lla¨
mittavapautta on esimerkiksi mahdollista asettaa BS = ES = 01. Ta¨ma¨ kiinnitta¨a¨ koordinaa-
tiston yksika¨sitteisesti ja ta¨llo¨in saadaan konformaalinen newtonilainen mitta (engl. conformal-
Newtonian gauge), joka on erityisen ka¨yta¨nno¨llinen tutkittaessa skalaariha¨irio¨ita¨ ja na¨in ollen
maailmankaikkeuden tiheysvaihteluiden kehitysta¨. Ta¨ssa¨ mitassa metriikan skalaariosa on
ds2 = a2(η)
[−(1 + 2Φ)dη + (1− 2Ψ)δijdxidxj] , (2.36)
missa¨ on ma¨a¨ritelty niin sanotut Bardeenin potentiaalit
Φ ≡ A+H(BS − (ES)′) + (BS − (ES)′)′, Ψ ≡ D + 1
3
∇2ES −H(BS − (ES)′). (2.37)
Potentiaalit (2.37) ovat mittainvariantteja ja konformaalisessa newtonilaisessa mitassa yksinker-
taisesti Φ = A ja Ψ = D. Jos energia-liikema¨a¨ra¨tensori on diagonaalinen, paljastuu etta¨ ta¨ssa¨
mitassa Φ = Ψ, ja ta¨ma¨ potentiaali voidaan tulkita newtonilaisen gravitaatiopotentiaalin yleis-
tykseksi [13]. Ta¨sta¨ juontuu mitan nimi.
Tensoriha¨irio¨ ETij on itseasiassa mittainvariantti, ja ha¨irityn metriikan tensoriosa on yksinker-
taisesti
ds2 = a2(η)
[−dη + δijdxidxj + ETijdxidxj] (2.38)
2.2.3 Epa¨homogeeninen energia-liikema¨a¨ra¨tensori
Kuten todettua, myo¨s energia-liikema¨a¨ra¨tensori voidaan jakaa kahteen osaan, joista toinen on
yhta¨lo¨ssa¨ (2.6) esitetyn ideaalifluidin muotoa. Koska energiasisa¨lto¨ ei ole ena¨a¨ homogeeninen tai
isotrooppinen, ha¨irio¨osan rakenne on huomattavasti ta¨ta¨ monimutkaisempi. Samoin kuin metriikan
ha¨irio¨, myo¨s energia-liikema¨a¨ra¨tensorin ha¨irio¨ voidaan jakaa eri tavoin muuntuviin osiin.
δTµν =
( −δρ (ρ¯+ p¯)vi
−(ρ¯+ p¯)vi δpδij + p¯Πij
)
. (2.39)
Tiheys- ja paineha¨irio¨t δρ, δp kuvaavat kuinka ideaalifluidin energiatiheys ja paine vaihtelevat
maailmankaikkeudessa. Usein energiatiheyden ha¨irio¨iden sijaan tarkastellaan tiheyskontrastia δ ≡
δρ/ρ¯. Nopeusha¨irio¨ vi on seurausta siita¨, etta¨ ha¨irityssa¨ avaruudessa ka¨ytetta¨va¨ koordinaatisto
ei va¨ltta¨ma¨tta¨ ole ha¨irityn fluidin lepokoordinaatisto. Se voidaan ja¨lleen jakaa skalaarifunktion
gradienttiosaan ja divergenssitto¨ma¨a¨n vektoriosaan
vi = ∂iv
S + vVi , ∂
ivVi = 0. (2.40)
Taustamaailmankaikkeuden isotrooppisuuden vuoksi voidaan aina valita koordinaatisto, jossa
vVi = 0. Yhta¨lo¨ssa¨ (2.39) komponentti Πij on nimelta¨a¨n epa¨isotrooppinen paine. Se on ma¨a¨ritelma¨n
mukaan energia-liikema¨a¨ra¨tensorin avaruusosan ja¨ljeto¨n osa, p¯Πij = δTij − 13δikδT kj . Ta¨ma¨ paine
voidaan edelleen jakaa skalaari, vektori ja tensoriosaan
Πij = (∂i∂j − 1
3
δij∇2)ΠS − 1
2
(∂iΠ
V
j + ∂jΠ
V
i ) + Π
T
ij , (2.41)
missa¨ tensorikomponentilla on ominaisuus δik∂kΠ
T
ij = 0.
1Eksplisiittisesti ta¨ma¨ tapahtuu jakamalla vektorin ξρ avaruusosa divergenssittoma¨a¨n osaan ja gradienttiin, ξi =
ξi⊥ + ∂
iζ, ja valitsemalla ξ0 = −BS + (ES)′ ja ζ = −ES .
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Epa¨isotrooppinen paine on seurausta metriikan ha¨irio¨ista¨, jotka saavat aikaan hiukkasten ja-
kauman muuttumisen epa¨isotrooppiseksi. Jos hiukkaset vuorovaikuttavat riitta¨va¨n voimakkaasti
keskena¨a¨n, jakauma palautuu isotrooppiseksi. Na¨in ollen epa¨isotrooppisen paineen synty liittyy
hiukkasten va¨listen vuorovaikutusten heikkenemiseen ja ta¨ta¨ kautta kytkeytymiseen irti toisistaan.
Varhaisessa maailmankaikkeudessa ta¨llaisia epa¨isotrooppista painetta synnytta¨via¨ prosesseja ovat
neutriinoiden ja myo¨hemmin fotoneiden kytkeytyminen irti muista hiukkaslajeista. Ta¨llo¨in kosmi-
nen fluidi ei ena¨a¨ ka¨ytta¨ydy ideaalifluidin tavoin ja irtikytkeytymisprosessi vaatii yksityiskohtai-
semman kuvauksen. Approksimatiivisemmissa tarkasteluissa, joissa na¨iden prosessien vaikutuksia
ei huomioida, epa¨isotrooppinen paine voidaan asettaa nollaksi ja ta¨ma¨ yksinkertaistaa laskuja
huomattavasti [14].
Aivan kuten metriikan tapauksessa, myo¨s energia-liikema¨a¨ra¨tensorin ha¨irio¨t muuntuvat mit-
tamuunnoksissa. Muunnoksesta (2.30) (ξ = (ξ0,−∇ξ)) seuraavat muunnoskaavat
δ˜ = δ − ρ¯
′
ρ
δ˜p = δp− ρ¯′ξ0
v˜S = vS + ∂0ξ
Π˜ij = Πij .
(2.42)
2.2.4 Ha¨irio¨iden kehitys
Kun Einsteinin yhta¨lo¨n molemmilla puolilla esiintyva¨t tensorit on jaettu redusoitumattomiin osiin,
ja¨ljella¨ on liikeyhta¨lo¨iden johtaminen kullekin osalle. Taustametriikka noudattaa luonnollisesti
Friedmannin yhta¨lo¨ita¨ (2.7) ja (2.8). Ha¨irio¨iden kehitysta¨ on ka¨yta¨nno¨llisinta¨ seurata Fourier-
avararuudessa. Laakeassa FLRW-maailmankaikkeudessa tasoaallot muodostavat tutulla tavalla
ta¨ydellisen funktiojoukon ja tietyilla¨ konformiajan hetkella¨ suureet voidaan esitta¨a¨ niiden avulla
f(η,x) =
∑
k
fk(η)e
ik·x. (2.43)
Ta¨ssa¨ on ka¨ytetty Fourier-summaa integraalin sijaan. Ta¨ma¨ on ainoastaan matemaattisen yk-
sinkertaisuuden vuoksi ja vastaa sita¨, etta¨ tarkastellaan a¨a¨rellista¨ kuutiomaista aluetta maail-
mankaikkeudesta. Ta¨ma¨n alueen yhden sivun mukana laajeneva pituus on L ja mukana laajeneva
tilavuus V = L3. Laskujen lopussa voidaan tarpeen mukaan ottaa raja V →∞ ja korvata Fourier-
sarjat integraaleilla [11]. Ensimma¨isen kertaluvun ha¨irio¨teoriassa eri Fourier-moodit eiva¨t kytkey-
dy toisiinsa, vaan aaltonumeroa k vastaavan komponentin kehitykseen vaikuttavat vain muiden
suureiden samaa aaltonumeroa vastaavat komponentit [15]. Na¨in ollen on mahdollista tarkastel-
la yhta¨ Fourier-moodia kerrallaan ja pudottaa indeksi k pois Fourier-muunnoksista. On myo¨s
huomionarvoista, etta¨ k on niin sanottu mukana laajeneva (comoving) aaltovektori, josta saadaan
laajenevassa maailmankaikkeudessa fysikaalista aallonpituutta vastaava aaltovektori skaalatekija¨n
avulla kphys = k/a.
Kuten todettua, vektoriha¨irio¨t ha¨via¨va¨t ajan kuluessa. Skalaari- ja tensoriha¨irio¨iden kehitys
ma¨a¨ra¨ytyy konformaalisessa newtonilaisessa mitassa yhta¨lo¨ista¨ [13]
∇2Ψ− 3H(Ψ′ +HΦ) = 4piGa2δρ
Ψ +HΦ = 4piGa2(ρ¯+ p¯)vS
Ψ′′ +H(Φ′ + 2Ψ′) + (2H′ +H2)Φ− 1
3
∇2(Φ−Ψ) = 4piGa2δp
(∂i∂j − 1
3
δij∇2)(Φ−Ψ) = 8piGa2p¯(∂i∂j − 1
3
δij∇2)ΠS
(ETij)
′′ + 2H(ETij)′ −∇2ETij = 8piGa2p¯ΠTij
(2.44)
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Ka¨ytta¨ma¨lla¨ taustayhta¨lo¨ita¨ (2.7) ja (2.8) seka¨ Fourier-muuntamalla ha¨irio¨funktiot yhta¨lo¨t (2.44)
saavat kompaktin muodon
H−1Ψ′ + Φ + 1
3
(
k
H
)2
Ψ = −1
2
H−1Ψ′ + Φ = −3
2
(1 + w)
H
k
v
H−2Ψ′′ +H−1(Φ′ + 2Ψ′)− 3wΦ− 1
3
(
k
H
)2
(Φ−Ψ) = 3
2
δp
ρ¯(
k
H
)2
(Ψ− Φ) = 3wΠS
H−2(ETij)′′ + 2H−1(ETij)′ −
(
k
H
)2
ETij = 3wΠ
T
ij .
(2.45)
Ta¨ssa¨ on ma¨a¨ritelty taustan tilanyhta¨lo¨parametri w ≡ p¯/ρ¯. Yhta¨lo¨t on ja¨rjestelty sisa¨lta¨ma¨a¨n
tekija¨n k/H potensseja. Ta¨lla¨ tavoin na¨hda¨a¨n helposti horisontin sisa¨lla¨ k  H ja ulkopuolella
k  H olevien Fourier-moodien erilainen kehitys. Kaikki ylla¨ esiintyva¨t ha¨irio¨t ovat mitasta riip-
puvaisia. On ka¨yta¨nno¨llista¨ ma¨a¨ritella¨ myo¨s mitasta riippumattomia ha¨irio¨suureita. Yksi ta¨llainen
on mukana laajeneva kurvatuuriha¨irio¨ (engl. comoving curvature perturbation)
R ≡ Ψ + 2
3(1 + w)
(H−1Ψ′ + Φ). (2.46)
Ta¨ma¨ on ha¨irio¨ maailmankaikkeuden skalaarikurvatuurissa ja se on kosmologisten ha¨irio¨iden luon-
nehdinnassa paljon ka¨ytetty suure. Sen kehitykselle on johdettavissa liikeyhta¨lo¨
3
2
(1 + w)H−1R′ =
(
k
H
)2 [
c2s +
1
3
(Ψ− Φ)
]
+
9
2
c2s(1 + w)H
(
δp
p¯′
− δρ
ρ¯′
)
. (2.47)
Ta¨ssa¨ on ma¨a¨ritelty ”a¨a¨nen nopeus”taustamaailmankaikkeudessa c2s ≡ p¯′/ρ¯′. Yksinkertaiset inflaa-
tiomallit ennustavat tiheysperturbaatioiden olevan adiabaattisia ja havainnot ovat yhteensopivia
ta¨ma¨n ennusteen kanssa [16]. Adiabaattisille ha¨irio¨ille pa¨tee δp/p¯′ = δρ/ρ¯′. Na¨iden ha¨irio¨iden ke-
hitys horisontin ulkopuolella on siten erityisen yksinkertaista, silla¨ R′ = 0, kun k  H. Horisontin
kasvaessa yha¨ suuremmat kokoskaalat siirtyva¨t sen sisa¨a¨n ja alkavat kehittya¨ ajassa. Na¨in ollen
mita¨ suuremman skaalan ha¨irio¨ita¨ tutkitaan, sita¨ va¨hemma¨n ne ovat kehittyneet maailmankaik-
keuden historian aikana ja sita¨ suorempaa tietoa saadaan hyvin varhaisen maailmankaikkeuden
ominaisuuksista.
Ylla¨ kuvattujen kehitysyhta¨lo¨iden lisa¨ksi tarvitaan myo¨s alkuehdot ha¨irio¨ille. Na¨iden tilastol-
liset ominaisuudet ilmaistaan kunkin ha¨irio¨suureen gk tehospektrin avulla
Pg ≡ L
3
2pi2
k3〈|gk|2〉. (2.48)
Mika¨li ha¨irio¨t ovat jakaumaltaan gaussisia, tehospektri (2.48) sisa¨lta¨a¨ kaiken informaation niista¨.
Ennen inflaatiofysiikan syntya¨ na¨ma¨ alkuehdot oli vain otettava empiirisena¨ tosiasiana. Nykya¨a¨n
kuitenkin inflaatiomallien avulla voidaan laskea esimerkiksi kurvatuuriha¨irio¨n (2.46) tehospekt-
ri (esim. luku 2.3). Tyyppiliset inflaatioteoriat ennustavat ha¨irio¨iden olevan gaussisia ja na¨iden
spektrin olevan muotoa PR ∝ kns−1. Ta¨ssa¨ ns ≈ 1, eli tehospektrin riippuvuus kokoskaalasta
on heikkoa. Parametria ns kustutaan spektri-indeksiksi. Ta¨ma¨n spektrin kuvaamiseen riitta¨a¨ siis
kaksi parametria, amplitudi As jollain referenssiskaalalla k0 ja mainittu spektri-indeksi, jolloin
PR = As
(
k
k0
)ns−1
. Yksinkertaisuudestaan huolimatta la¨hes skaalainvariantti spektri sopii myo¨s
2.2. LINEAARISET EPA¨HOMOGEENISUUDET 15
nykyiseen mittausdataan eritta¨in tarkasti (esim. luku 5). Ka¨ytta¨ma¨lla¨ edella¨ ka¨siteltyja¨ yhta¨lo¨ita¨
ta¨ma¨ voidaan yhdista¨a¨ nykya¨a¨n havaittaviin tiheysvaihteluihin, ta¨rkeimpa¨na¨ taustasa¨teilyn la¨m-
po¨tilavaihtelut. Ta¨lla¨ tavoin voidaan tutkia inflaation ominaisuuksia havaitsevan kosmologian kei-
noin. Ta¨ma¨ on modernin kosmologian keskeisia¨ tutkimusaiheita.
Yhta¨lo¨t (2.45) alkuehtoineen eiva¨t viela¨ yksika¨sitteisesti ma¨a¨ra¨a¨ ha¨irio¨iden kehityshistoriaa,
vaan lisa¨ksi tarvitaan malli maailmankaikkeuden aine-energiasisa¨llo¨lle. Nykytiedon mukaan maa-
ilmankaikkeus koostuu relativistisista fotoneista ja neutriinoista, pimea¨sta¨ ja baryonisesta ainees-
ta seka¨ pimea¨sta¨ energiasta. Yhta¨lo¨t (2.45) kertovat kuinka na¨ista¨ eri komponenteista koostuva
fluidi kokonaisuutena kehittyy, mutta niista¨ ei saada tietoa eri hiukkaslajien kehityksesta¨. Ku-
ten todettua, niin kauan kuin eri hiukkaslajit ovat tiukasti kytkeytyneet toisiinsa, kosminen flui-
di ka¨ytta¨ytyy ideaalifuidin tavoin, ja na¨ma¨ yhta¨lo¨t riitta¨va¨t ha¨irio¨iden kuvaamiseen. Kuitenkin,
kun vuorovaikutusten heiketessa¨ eri hiukkaslajit kytkeytyva¨t irti toisistaan, ta¨ma¨ ominaisuus rik-
koutuu. Ta¨ma¨n huomiointi vaatii energia-liikema¨a¨ra¨tensorin jakamisen osiin kunkin hiukkaslajin
ominaisuuksien mukaan ja kuvausta na¨iden va¨lisista¨ vuorovaikutuksista. Ta¨rkea¨ tyo¨kalu ta¨ssa¨
on energia-liikema¨a¨ra¨tensorin jatkuvuusyhta¨lo¨ (2.9), joka asettaa reunaehdon fluidin kehitykselle
kokonaisuudessaan.
Vuorovaikutukset voidaan ottaa huomioon statistisella tavalla ma¨a¨ritta¨ma¨lla¨ kunkin hiukkas-
lajin jakaumafunktio faasiavaruudessa fα(η,x,p). Ma¨a¨ritelma¨n mukaan hiukkaslajin α, jolla on g
sisa¨ista¨ vapausastetta, hiukkasten lukuma¨a¨ra¨ faasiavaruuden tilavuuselementissa¨ d3xd3p hetkella¨
η on g
(2pi)2
fα(η,x,p). Ta¨ssa¨ koordinaatit {xi} ovat laajenemisen mukana liikkuvat koordinaatit ja
liikema¨a¨ra¨ p suhteessa ta¨ssa¨ koordinaatistossa levossa olevaan havaitsijaan (paikallinen ortonor-
maali koordinaatisto, engl. local orthonormal frame). Na¨den jakaumafunktioiden avulla saadaan
tarkempi kuvaus kunkin hiukkaslajin kontribuutiolle energia-liikema¨a¨ra¨tensoriin (paikallisissa or-
tonormaaleissa koordinaateissa)
Tµνα (η,x) =
∫
d3p
Ep
fα(η,x,p)p
µpν . (2.49)
Fotonit
Kuten todettua, taustasa¨teily on hyvin suurella tarkkuudella mustan kappaleen sa¨teilya¨, joten
taustajakauma on muotoa
f¯(η, p) =
1
ep/T (η) − 1 , (2.50)
missa¨ p = |p|. Nykya¨a¨n la¨mpo¨tilalla on hyvin tunnettu arvo T0 = 2.755K. Ta¨ha¨n voidaan lisa¨ta¨
ha¨irio¨ [15]
f(η,x, p, pˆ) =
1
exp
(
p
T (η)[1+Θ(η,x,pˆ)]
)
− 1
, (2.51)
missa¨ p = ppˆ ja Θ(t,x, pˆ) on niin kutsuttu kirkkausfunktio. Ta¨ma¨ funktio riippuu liikema¨a¨ra¨n
suunnasta, mutta ei suuruudesta. Fluktuaatiot taustasa¨teilyssa¨ siis lisa¨a¨va¨t la¨mpo¨tilaan suunta-
riippuvuuden, mutta eiva¨t poikkeuta spektria¨ mustan kappaleen spektrista¨. Ta¨ma¨ voidaan osoit-
taa ensimma¨isen kertaluvun ha¨irio¨teoriassa ja on seurausta siita¨, etta¨ Thomson sironta ei muuta
fotonin energiaa ta¨ma¨n ollessa huomattavasti elektronin massaa pienempi [15]. Jakauman (2.51)
aikakehitys ma¨a¨ra¨ytyy Boltzmannin yhta¨lo¨sta¨
df
dη
=
∂f
∂η
+
∂f
∂xi
dxi
dη
+
∂f
∂pi
dpi
dη
= C[f ], (2.52)
Ta¨ssa¨ yhta¨lo¨ssa¨ derivaattatermit kuvaavat vapaiden fotonien jakauman kehitysta¨ laajenevassa ja
pienia¨ metriikan ha¨iiro¨ita¨ sisa¨lta¨va¨ssa¨ maailmankaikkeudessa ja ne saadaan geodeesiyhta¨lo¨ista¨.
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Na¨in kirkkausfunktio kytkeytyy metriikan ha¨irio¨ihin. C[f ] on niin sanottu to¨rma¨ystermi, joka ku-
vaa hiukkasten sirontaa toisistaan. Taustasa¨teilyn kytkeytyessa¨ irti vapaista elektroneista ta¨ma¨
termi ma¨a¨ra¨ytyy Thomson-sironnan dynamiikasta. Samoin kuin fotoneille, myo¨s muille hiukkas-
lajeille – ta¨rkeimpina¨ neutriinot, baryonisen aineen ja pimea¨n aineen hiukkaset – voidaan johtaa
Boltzmannin yhta¨lo¨t. Laskut na¨iden takana ovat pitka¨hko¨ja¨ ja sisa¨lta¨va¨t paljon teknisia¨ yksi-
tyiskohtia, joten niita¨ ei ka¨yda¨ ta¨ssa¨ tarkemmin la¨pi. Yksityiskohtainen esitys lo¨ytyy esimerkik-
si kirjasta [15]. Na¨iden Boltzmann yhta¨lo¨iden avulla saadaan mallinnettua maailmankaikkeuden
historian eri irtikytkeytymisprosessit ja tarkennettua ideaalifluidikuvausta.
Mikroaaltotaustan la¨mpo¨tilavaihteluihin vaikuttaa varhaisen maailmankaikkeuden epa¨homo-
genisuuksien lisa¨ksi myo¨s se, minka¨laisen maailmankaikkeuden la¨pi fotonit ovat viimeiselta¨ sirpon-
tapinnalta meida¨n havaittavaksemme kulkeneet. Kun oletetaan maailmankaikkeuden energiakom-
ponenttien ka¨ytta¨ytyva¨n ta¨ma¨n historian aikana ideaalifluidin tavoin (viimeisen sironnan ja¨lkeen
kaikki hiukkaslajit ovat oleellisesti kytkeytyneet irti toisistaan), ta¨sta¨ seuraavalle la¨mpo¨tilaepa¨i-
sotropialle saadaan lauseke [11](
δT
T
)
matka
= Φ(tdec,xls)− Φ(0,0) + vobs · nˆ+
∫ 0
tdec
(
Φ˙ + Ψ˙ + E˙Tijnˆ
inˆj
)
dt. (2.53)
Ta¨ssa¨ integraali viimeisen sirontapinnan pisteesta¨ (tdec,xls) havaintopisteeseen (0,0) suoritetaan
fotonin kulkemaan geodeesia pitkin, Φ,Ψ ovat bardeenin potentiaalit (2.37), ETij tensoriha¨irio¨n
komponentit ja nˆ on havaintosuuntaan osoittava yksikko¨vektori. Piste (˙) tarkoittaa suureen de-
rivaattaa kosmisen ajan suhteen. Gravitaatioefektien lisa¨ksi esiintyva¨ termi vobs · nˆ on havaitsi-
jan liikeesta¨ kosmisen taustasa¨teilyn suhteen aiheutuva Doppler-efekti. Yhta¨lo¨ (2.53) mahdollis-
taa siis myo¨s maailmankaikkeuden rakenteiden myo¨hemma¨n historian tutkimisen taustasa¨teilyn
epa¨isotrooppisuuksien avulla.
2.3 Inflaatio
Inflaatio ei ole yksitta¨inen teoria tai malli, vaan la¨hto¨kohta, jonka pohjalta voidaan rakentaa (ja
on rakennettu) monenlaisia malleja. Inflaation ma¨a¨ritta¨va¨ ominaisuus on maailmankaikkeuden
kiihtyva¨ laajeneminen, a¨ > 0. Tarkalleen ottaen nykyinenkin maailmankaikkeus na¨ytta¨isi ole-
van pimea¨n energian vaikutuksesta inflatoituvassa vaiheessa, mutta yleensa¨ inflaatiosta puhutaan
ainoastaan varhaisen maailmankaikkeuden kiihtyva¨n laajenemisen yhteydessa¨. Ta¨ma¨ kiihtyva¨n
laajenemisen skenaario tarjoaa selityksen kahdelle ta¨rkea¨lle ΛCDM-mallin erikoisuudelle:
• Miksi taustasa¨teily on niin isotrooppista?
• Miksi maailmankaikkeus on avaruudellisesti laakea?
Lisa¨ksi se muodostaa luontevan jatkeen mallille vastaamalla kysymykseen:
• Mista¨ tiheysvaihteluiden alkuehdot ovat pera¨isin?
2.3.1 Horisonttiongelma
Niin sanottu horisonttiongelma liittyy maailmankaikkeuden kausaalisesti kytkettyjen alueiden –
eli alueiden jotka ovat voineet vaihtaa maailmankaikkeuden historian aikana informaatiota – koon
kehitykseen. Yhta¨lo¨n (2.19) mukaisesti kausaalisesti kytkettyjen alueiden koko on mukana laaje-
nevan Hubblen pituuden suuruusluokkaa. Kuten arviosta (2.20) on na¨hta¨vissa¨, ta¨ma¨ alue kasvaa,
kun a¨ < 0. Na¨in ollen siis (jos ja¨ta¨mme huomiotta pimea¨n energian aiheuttaman myo¨hempien ai-
kojen kiihtyva¨n laajenemisen) nykya¨a¨n kausaalisesti kytketyt alueet ovat aiemmin olleet erilla¨a¨n
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toisistaan. Erityisesti kosmisen mikroaaltotaustan syntyhetkella¨ kausaalisesti kytketyt alueet vas-
taavat nykya¨a¨n kulmala¨pimitaltaan ainoastaan noin yhden asteen kokoisia alueita taivaalla. Silti
havaitsemme taustasa¨teilyn suhteellisten la¨mpo¨tilavaihteluiden olevan ainoastaan suuruusluokkaa
10−5. Na¨in tarkka terminen tasapaino ilman vuorovaikutuksia alueiden va¨lilla¨ vaikuttaa mahdot-
tomalta.
Inflaatio tarjoaa ratkaisun ta¨ha¨n ongelmaan. Kiihtyva¨n laajenemisen aikana H−1 pienenee
nopeasti eli alueet menetta¨va¨t kausaalisen yhteyden toisiinsa. Nykyisen maailmankaikkeuden al-
kuehdot ovat siis pera¨isin pienelta¨, kausaalisesti kytkeytyneelta¨ alueelta, jonka inflaatio on ve-
nytta¨nyt valtavan suureksi ja viela¨ ta¨na¨kin pa¨iva¨na¨ na¨emme ta¨sta¨ alueesta vain osan. Itse asiassa
juuri mikroaaltotaustan isotrooppisuus koko taivaan alueella asettaa alarajan sille kuinka kauan
inflaatiota va¨hinta¨a¨n on ta¨ytynyt jatkua.
2.3.2 Laakeuden ongelma
Toinen ongelma liittyy siihen, etta¨ maailmankaikkeuden aine-energiatiheys on a¨a¨rimma¨isen la¨hella¨
kriittista¨ tiheytta¨ eli maailmankaikkeus on avaruudellisesti laakea. Kuten luvussa 2.1 mainittiin,
avaruudellisen kaarevuuden osuus maailmankaikkeuden kehityksessa¨ kasvaa ajan mukana. Kirjoit-
tamalla Friedmannin yhta¨lo¨ (2.7) kriittisen tiheyden avulla saadaan yhta¨lo¨
d
dt
|Ω− 1| = |K| d
dt
(
1
H2a2
)
=
−2|K|
a˙3
a¨. (2.54)
Maailmankaikkeuden tiedeta¨a¨n laajenevan, eli a˙ > 0. Jos |K| 6= 0 ja a¨ < 0, suureen |Ω−1| derivaat-
ta on positiivinen, eli maailmankaikkeuden aine-energiatiheys ajautuu yha¨ kauemmas kriittisesta¨
tiheydesta¨. Nykya¨a¨n |Ω0 − 1| . 10−2, mika¨ tarkoittaa, etta¨ ennen alkura¨ja¨hdyksen nukleosyntee-
sia¨2 pita¨isi olla |ΩBBN − 1| . 10−17. Ei ole tietenka¨a¨n mahdotonta, etta¨ alunperin K = 0, jolloin
|Ω − 1| pysyy vakiona. Inflaatiosta saadaan kuitenkin dynaaminen selitys pienelle |K|:n arvolle.
Kun a¨ > 0, |Ω − 1| ajautuu la¨helle nollaa riippumatta sen alkuarvosta, kunhan inflaatio vain
jatkuu riitta¨va¨n kauan. Inflaation seurauksena havaitsemamme maailmankaikkeus on siis laajen-
tunut pienesta¨ aavaruudellisesti la¨hes laakeasta alueesta ja na¨in ollen sen kaarevuus on nykya¨a¨nkin
a¨a¨rimma¨isen pieni.
2.3.3 Inflatoni ja sen fluktuaatiot
Ylla¨ kuvatut ongelmat ovat jossain ma¨a¨rin filosofisia. Suhteellisen konkreettinen todiste inflaatioil-
le saadaan kuitenkin tutkimalla, kuinka maailmankaikkeuden pienet epa¨homogeenisuudet voivat
olla seurausta inflaatiota ajavasta fysiikasta.
Toisesta Friedmannin yhta¨lo¨sta¨ (2.8) saadaan ehto sille milloin inflaatio on mahdollinen:
a¨ > 0⇔ ρ+ 3p < 0⇔ p
ρ
< −1
3
, (2.55)
eli inflaatio vaatii etta¨ maailmankaikkeuden energiatiheytta¨ dominoi komponentti, jolla on nega-
tiivinen paine. Tavallisista hiukkasista (olivatpa na¨ma¨ relativistisia tai epa¨relativistisia) koostu-
van ideaalikaasun paine on aina positiivinen ja varhaisessa maailmankaikkeudessa pimea¨n ener-
gian osuus on ha¨via¨va¨n pieni na¨ihin verrattuna. Varhaisen maailmankaikkeuden korkeissa ener-
gioissa aineen perimma¨inen kuvaus ei kuitenkaan koostu ena¨a¨ hiukkasista, vaan vapausasteet
ovat kvanttikenttia¨. Yksinkertaisin, mutta kuten myo¨hemmin na¨hda¨a¨n eritta¨in selitysvoimainen
2(Engl. Big Bang Nucleosynthesis, BBN), alkura¨ja¨hdyksen prosessi, jossa ydinreaktiot synnytta¨va¨t 2H,3 He,4 He
ja 2Li ytimia¨. Sijoittuu karkeasti ajanjaksolle T ∼ 10 MeV . . . T ∼ 10 keV.
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kentta¨teoreettinen tapa saavuttaa inflaatio on olettaa etta¨ maailmankaikkeuden energiatiheytta¨
hallitsee skalaarikentta¨ φ, jota kutsutaan myo¨s inflatoniksi. Ta¨ta¨ kuvaava Lagrangen tiheys on
L = −1
2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ), (2.56)
missa¨ V (φ) on kenta¨n potentiaalienergia. Liikeyhta¨lo¨ φ:lle saadaan Euler-Lagrange-yhta¨lo¨iden
yleistyksesta¨ kaarevaan avaruuteen
∂(
√−gL)
∂φ
− ∂µ∂(
√−gL)
∂(∂µφ)
. (2.57)
Ta¨ma¨ yksinkertaistuu FLRW-maailmankaikkeuden (kenta¨n on oltava homogeeninen, jotta avaruus
olisi homogeeninen) tapauksessa muotoon
φ¨+ 3Hφ˙ = −V ′(φ), (2.58)
missa¨ (′) on derivaatta kenta¨n arvon, ei konformiajan suhteen. Kenta¨n energia-liikema¨a¨ra¨tensori
saadaan yleisesti sita¨ kuvaavasta Lagrangen tiheydesta¨ lausekkeella
Tµν =
∂L
∂(∂µφ)
∂νφ+ gµνL. (2.59)
Homogeeniselle skalaarikenta¨lle saadaan na¨in ollen
ρ = T00 =
1
2
φ˙2 + V (φ)
p =
1
3
T ii =
1
2
φ˙2 − V (φ),
(2.60)
Ta¨llo¨in Friedmannin yhta¨lo¨ (2.7) saa muodon
H2 =
1
3M2Pl
[
1
2
φ˙2 + V
]
, (2.61)
missa¨ on ma¨a¨ritelty redusoitu Planckin massa MPl ≡ 1/
√
8piG.
Yhta¨lo¨ista¨ (2.60) na¨hda¨a¨n myo¨s, etta¨ inflaatio on mahdollinen kun φ˙2 < V (φ). Kunhan po-
tentiaali on riitta¨va¨n laakea, vaimennustermi 3Hφ˙ ajaa kenta¨n tilanteeseen, jossa
φ˙2  V (φ)
|φ¨|  3H|φ|. (2.62)
Na¨iden ehtojen ollessa voimassa kenta¨n liikeyhta¨lo¨ (2.58) ja Friedmannin yhta¨lo¨ (2.61) yksinker-
taistuvat niin sanotuiksi slow-roll-yhta¨lo¨iksi
H2 =
V
3M2Pl
3Hφ˙ = −V ′.
(2.63)
Potentiaalin V (φ) luonnehdinnassa ka¨yteta¨a¨n yleensa¨ niin sanottuja slow-roll-parametreja
(φ) ≡ 1
2
M2Pl
(
V ′
V
)
η(φ) ≡M2Pl
V ′′
V
.
(2.64)
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Va¨ltta¨ma¨to¨n, mutta ei kuitenkaan riitta¨va¨ ehto slow-roll-inflaatiolle on, etta¨   1 ja |η|  1.
Na¨in ollen slow-roll-parametrit ma¨a¨ra¨a¨va¨t potentiaalin kautta sen alueen kentta¨avaruudessa, jossa
inflaatio on mahdollinen. Potentiaalin lisa¨ksi kehitykseen vaikuttavat luonnollisesti myo¨s alkuarvot
φ ja φ˙. On kuitenkin osoitettavissa, etta¨ slow-roll ratkaisu (2.63) on attraktoriratkaisu, eli yleinen
ratkaisu la¨hestyy (la¨hes) mielivaltaisista alkuarvoista hyvin nopeasti slow-roll ratkaisua [11]. Slow-
roll-ratkaisu ei ole ainoa tapa saavuttaa inflaatio. Se on kuitenkin yksinkertainen ja dataan sopiva
ratkaisu, joka takaa inflaation, joten otamme sen ta¨ssa¨ inflaation prototyypiksi. Muunkinlaisia
inflaatiomalleja on kuitenkin olemassa.
Jos jompikumpi slow-roll-parametreista¨ , |η| kasvaa la¨helle arvoa 1 ja H < V (φ), inflaatio
pa¨a¨ttyy ja inflatoni alkaa oskilloimaan potentiaalinsa minimin ympa¨rilla¨. Na¨ma¨ oskillaatiot voi-
daan kvanttikentta¨teorian hengessa¨ tulkita inflatonikentta¨a¨ vastaaviksi hiukkasiksi. Maailman-
kaikkeuden laajetessa oskillaatiot vaimenevat ja inflatonikentta¨ asettuu potentiaalinsa minimiin.
Inflatoni-hiukkaset hajoavat edelleen standardimallin hiukkasiksi, jotka saavuttavat vuorovaiku-
tusten kautta termisen tasapainon ja muodostavat alkura¨ja¨hdysteorian mukaisen kuuman hiuk-
kaspuuron [17]. Ta¨ta¨ prosessia kutsutaan uudelleenla¨mpenemiseksi (engl. reheating). Uudelleen-
la¨mpenemisen yksityiskohdat ovat voimakkaasti inflaatiomallista riippuvaisia ja aiheeseen liittyva¨
tutkimus on hyvin aktiivista. Yleisesti voidaan kuitenkin todeta, etta¨ na¨issa¨ energiaskaaloissa
hiukkaset ka¨ytta¨ytyva¨t relativistisesti ja uudelleenla¨mpenemisen ja¨lkeen alkaa sa¨teilyn dominoi-
ma kuuman alkura¨ja¨hdyksen ja¨lkeinen kehitys.
Myo¨s kenta¨n φ epa¨homogeenisuuksia voidaan tutkia kosmologisen ha¨irio¨teorian avulla. Ta¨llo¨in
kentta¨ jaetaan homogeeniseen taustaosaan ja ha¨irio¨o¨n
φ(t,x) = φ¯(t) + δφ(t,x). (2.65)
Liikeyhta¨lo¨ (2.58) epa¨homogeenisen kenta¨n Fourier-komponenteille epa¨homogeenisessa metriikassa
on konformaalisessa newtonilaisessa mitassa
δφ¨k + 3Hδφ˙k +
[(
k
a2
)2
+ V ′′(φ¯)
]
δφk = −2ΦkV ′(φ¯) + 3(Φ˙k + Ψ˙k)φ¯k. (2.66)
On mahdollista valita mitta (niin sanottu avaruudellisesti laakea mitta), jossa metriikan ha¨irio¨t
Φk,Ψk ha¨via¨va¨t. Ta¨llo¨in ha¨irio¨t siirtyva¨t metriikan komponentteihin g00 ja g0i, mutta na¨ma¨
ovat inflaation aikana ha¨via¨va¨n pienia¨. Ta¨llo¨in yhta¨lo¨n (2.66) oikea puoli ha¨via¨a¨ ja slow-roll-
approksimaation puitteissa saadaan kenta¨n ha¨irio¨lle ratkaisu
δφk = Akwk(t) +Bkw
∗
k(t), (2.67)
missa¨
wk = L
−3/2 H√
2k3
(
i+
k
ah
)
exp
(
ik
aH
)
. (2.68)
Horisontin sisa¨lla¨, k  aH, ratkaisu oskilloi nopeasti ja horisontin ulkopuolella, k  aH, se
la¨hestyy vakioarvoa i(Ak − Bk). Na¨in ollen skalaarikenta¨n ha¨irio¨t ”ja¨a¨tyva¨t”horisontin ulkopuo-
lella. Ta¨ma¨ on ta¨rkea¨ huomio kosmologisten ha¨irio¨iden synnyn kannalta.
Ta¨ha¨n mennessa¨ kentta¨a¨ φ on ka¨sitelty klassisena suureenaa. Kvanttikentta¨teoriassa sen kor-
vaa kuitenkin operaattori φˆ. Heisenbergin kuvassa ta¨ma¨ operaattori noudattaa edelleen klassisia
liikeyhta¨lo¨ita¨, jolloin sen ha¨irio¨osalle saadaan
δφˆk = wk(t)aˆk + w
∗
k(t)aˆ
†
−k, (2.69)
missa¨ on ka¨ytetty kenta¨n hermiittisyytta¨, φˆ† = φˆ. Operaattorit aˆ†k ja aˆk ovat kvanttikentta¨teoriasta
tutut luomis- ja tuhoamisoperaattorit, jotka lisa¨a¨va¨t tai poistavat tilasta hiukkasia. Kvanttiluon-
teensa mukaisesti kenta¨lla¨ ei ole yksika¨sitteista¨ arvoa vaan siina¨ esiintyy fluktuaatioita, joiden
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tilastollisia ominaisuuksia voidaan ennustaa. Yksi na¨ista¨ ominaisuuksista on kenta¨n fluktuaatioi-
den varianssi3 〈δφ2k〉. Inflaation aikana maailmankaikkeus laajenee la¨hes eksponentiaalisesti, joten
hiukkastiheys la¨hestyy la¨hto¨tilanteesta riippumatta nopeasti nollaa. Ta¨llo¨in on ja¨rkeva¨a¨ tarkas-
tella kenta¨n fluktuaatioiden varianssia 0-hiukkas- eli tyhjio¨tilassa |0〉:
〈0|δφkδφ†k|0〉 = |wk|2 + w2k〈0|aˆkaˆ−k|0〉+ (w∗k)2〈0|aˆ†−kaˆ†k|0〉+ |wk|2〈0|aˆ†−kaˆ−k|0〉 = |wk|2. (2.70)
Ta¨ssa¨ on ka¨ytetty 1-hiukkastilojen normalisointia a¨a¨rellisessa¨ laatikossa 〈1k|1k′〉 = δkk′ . Tuloksen
(2.70) avulla saadaan fluktuaatioiden tehospektri
Pφ(k) = L3 k
3
2pi2
|wk|2. (2.71)
Kuten todettua, moodifunktiot wk ka¨ytta¨ytyva¨t eri tavoin horisontin sisa¨- ja ulkopuolella. Ho-
risontin ulkopuolella ne pysa¨htyva¨t vakioarvoon, jolloin tehospektri saa erityisen yksinkertaisen
muodon
Pφ =
(
H
2pi
)2
aH=k
. (2.72)
Alaindeksi aH = k yhta¨lo¨ssa¨ (2.72) tarkoittaa, etta¨ kunkin moodin amplitudi lasketaan hori-
sontin ylityshetkella¨, eli kun moodia vastaava mukana laajeneva aallonpituus kasvaa Hubblen
pituutta suuremmaksi. Siirtyminen kentta¨operaattoriin liittyvista¨ odotusarvoista 〈O(φˆ)〉 klas-
sisen kenta¨n ha¨irio¨ihin sisa¨lta¨a¨ kvanttimekaniikasta tuttuja tulkinnallisia ongelmia klassisen ja
kvanttitodellisuuden rajasta, mutta asiaa ei ka¨sitella¨ ta¨ssa¨ sen tarkemmin. Kosmologiassa on
omaksuttu tulkinta, jonka mukaan inflaatio venytta¨a¨ kvanttifluktuaatiot klassisen fysiikan pi-
tuusskaaloille, jolloin kvanttimekaaniset odotusarvot voidaan yksinkertaisesti korvata klassisilla
todenna¨ko¨isyysjakaumilla ja suureet kehittyva¨t deterministisesti klassisten liikeyhta¨lo¨iden mukai-
sesti.
Inflaation aikana avaruudellisesti laakeassa mitassa kurvatuuriha¨irio¨n (2.46) yhteys inflatoni-
kenta¨n ha¨irio¨o¨n on yksinkertainen [11]:
R = −Hδφ
˙¯φ
, (2.73)
jolloin inflaation synnytta¨mien kurvatuuriha¨irio¨iden tehospektriksi saadaan
PR(k) =
(
H2
2pi ˙¯φ
)2
aH=k
. (2.74)
Na¨in on saatu lauseke skalaarikenta¨n kvanttifluktuaatioiden vaikutukselle skalaarikurvatuuriin.
Ta¨ma¨n spektri on hyvin la¨hella¨ vakiota. Slow-roll-inflaation aikana Hubblen parametri kuiten-
kin muuttuu hitaasti, jolloin yksityiskohtainen lasku antaa tehospektrille (2.74) pienen, slow-roll-
parametreihin verrannollisen skaalariippuvuuden. Kuten luvussa 2.2 todettiin, ta¨llainen primor-
diaalinen tehospektri sopii hyvin mittausdataan. Inflaatiotutkimuksen monimuotoisuuden vuoksi
ta¨ssa¨ ka¨siteltiin ainoastaan yksinkertaisinta mieleka¨sta¨ mallia demonstroimaan kuinka selitysvoi-
mainen ta¨ma¨ skenaario on. Inflaatiolle on kuitenkin olemassa myo¨s lukuisia monimutkaisempia
malleja, jotka saattavat sisa¨lta¨a¨ esimerkiksi useita inflaation aikana vaikuttavia kenttia¨. Erilaisten
inflaatiomallien yksityiskohtien ja hiukkasfysikaalisen alkupera¨n tutkiminen on ta¨rkea¨ kosmologian
osa-alue. Monimutkaisemmat inflaatiomallit saattavat ennustaa primordiaalisten ha¨irio¨iden ole-
van esimerkiksi ei-gaussisia tai ei-adiabaattisia. Na¨iden epa¨standardien ha¨irio¨iden taustasa¨teilyyn
ja¨tta¨mien ja¨lkien etsiminen on ollut ta¨rkea¨ motivoiva tekija¨ esimerkiksi Planck-hankkeessa.
3On itse asiassa osoitettavissa, etta¨ skalaarikenta¨n fluktuaatiot inflaatiossa ovat gaussisia, jolloin varianssi sisa¨lta¨a¨
kaiken tilastollisen informaation niista¨.
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2.4 Kosmisen mikroaaltotaustan statistiikka
Kosmisen mikroaaltotaustasa¨teilyn epa¨isotrooppisuuksien tehokas analysointi on havaitsevalle kos-
mologialle elinta¨rkea¨a¨. Tavoitteena on lo¨yta¨a¨ taustasa¨teilyn oleellisimman informaation sisa¨lta¨va¨t
suureet joille voidaan toisaalta laskea myo¨s teoreettisia ennusteita.
Taustasa¨teily saapuu havaittavaksemme koko taivaanpallolta. Ta¨ma¨ on pallopinta, jonka ma¨a¨-
rittelee eta¨isyys jonka fotonit ovat ehtineet hetken tdec ja¨lkeen kulkea. Siina¨ esiintyva¨t suhteelliset
la¨mpo¨tilavaihtelut muodostavat siis kahden kulman funktion δTT0 (θ, φ) ≡ ∆T (θ, φ) ta¨lla¨ pinnalla.
Kuten yleisesti tunnetaan, niin sanotut palloharmoniset funktiot Ylm(θ, φ) muodostavat ortogo-
naalisen funktiojoukon pallopinnalla (esim. [18]). Na¨in ollen la¨mpo¨tilavaihtelut voidaan ilmaista
na¨iden palloharmonisten funktioiden lineaarikombinaationa
∆T (θ, φ) =
∞∑
l=0
l∑
m=−l
almYlm(θ, φ). (2.75)
Palloharmoniset funktiot muodostavat oskilloivia rakenteita pallopinnalla, mita¨ havainnollistaa
kuva 2.1. Indeksin m eri arvot liittyva¨t fluktaatioiden orientaatioon ja indeksin l (multipolin)
arvot niiden kulmala¨pimittaan. Karkea vastaavuus kulmapimitan ja multipolien va¨lilla¨ on, etta¨
vierekka¨isten minimien ja maksimien va¨linen kulmaeta¨isyys on θ ∼ pi/l. Taustasa¨teilymittausten
yhteydessa¨ kehitelma¨ssa¨ (2.75) ollaan yleensa¨ kiinnostuneita ainoastaan arvoista l ≥ 2. Arvo l = 0
vastaa monopolia ja on ma¨a¨ritelma¨n mukaan nolla, silla¨ ∆T kuvaa poikkeamaa keskiarvosta.
Dipoli, jota vastaa arvo l = 1, koostuu kosmologisten rakenteiden aiheuttamasta dipolista seka¨
aurinkokunnan ja satelliitin liikkeista¨ aiheutuvasta Doppler-efektista¨, joista ja¨lkimma¨inen dominoi
selva¨sti. Na¨in ollen se poistetaan yleensa¨ ennen taustasa¨teilykarttojen jatkoanalyysia.
Taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilavaihtelut ovat seurausta varhaisen maailmankaikkeuden tiheysvaih-
teluista, jotka puolestaan ovat syntyneet kvanttimekaanisista fluktuaatioista. Ne ovat siis poh-
jimmiltaan satunnaisprosessin tulosta ja voimme ennustaa vain niiden tilastollisia ominaisuuksia.
Yksinkertaiset inflaatiomallit, kuten aiemmin ka¨sitelty yhden kenta¨n slow-roll-inflaatio, ennusta-
vat tiheysvaihteiluiden – ja na¨in ollen myo¨s taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilavaihteluiden – olevan gaussi-
sia. Koska kertoimet alm saadaan ensimma¨isessa kertaluvussa muista ha¨irio¨suureista lineaarisilla
yhta¨lo¨illa¨, on niidenkin oltava gaussisesti jakautuneita. Na¨iden gaussisten satunnaismuuttujien
kaikki tilastolliset ominaisuudet voidaan ilmaista niiden odotusarvon ja varianssin avulla. Ensiksi
mainittu on nolla [11] ja ja¨lkimma¨inen voidaan lausua teoreettisen kulmatehospektrin avulla
Cl ≡ 〈alma∗lm〉 =
1
2l + 1
l∑
m=−l
〈|alm|2〉 (2.76)
Satunnaisprosessin isotrooppisuus ilmenee siina¨, etta¨ odotusarvo (2.76) ei riipu fluktuaatioiden
orientaatioon liittyva¨sta¨ indeksista¨ m. Kulmatehospektri siis kertoo kuinka suurilla painoilla eri
”aallonpituuksia”vastaavat moodit kontribuoivat hajotelmaan (2.75). Se kuvaa rakenteen ma¨a¨ra¨a¨
eri kokoskaaloilla. Ta¨ma¨n spektrin avulla voidaankin lausua kahden taivaan pisteen la¨mpo¨tila-
vaihteluiden va¨linen korrelaatio na¨ita¨ erottavan kulman Θ funktiona [13]
C(Θ) ≡ 〈∆T (θ1, φ1)∆T (θ2, φ2)〉 =
∑
l
2l + 1
4pi
ClPl(cos Θ). (2.77)
Ta¨ssa¨ Pl(x) on l:s Legendren polynomi. Asettamalla θ1 = θ2 ja φ1 = φ2 saadaan lausekkeesta
(2.77) kokoskaalan l vaikutus la¨mpo¨tilavaihteluiden varianssiin
〈∆T (θ, φ)2〉 =
∑
l
2l + 1
4pi
Cl. (2.78)
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Kuva 2.1: WMAP-satelliitin mittaama taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilakartan palloharmonisen hajotel-
man termeja¨ l = 2 . . . 10 vastaavat kartat. Kuvista na¨hda¨a¨n vastaavuus multipolien l ja rakentei-
den kulmala¨pimitan va¨lilla¨. Kartat on muodostettu summaamalla kutakin arvoa l vastaavien ar-
vojen m = −l . . . l yli. Asteikko kaikissa kuvissa on [−50, 50](µK) (NASA/WMAP Science Team).
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Taustasa¨teilyhavainnot mittaavat yhden edella¨ kuvatun satunnaisprosessin realisaation eli yh-
den joukon kertoimia {alm} la¨mpo¨tilakartan palloharmonisesta hajotelmasta. Na¨iden avulla voi-
daan ma¨a¨ritella¨ havaittu kulmatehospektri
Ĉl ≡ 1
2l + 1
l∑
m=−l
|alm|2. (2.79)
Havaitun kulmatehospektrin tapauksessa puhutaan usein havaitun signaalin sisa¨lta¨ma¨sta¨ tehosta
Ĉl multipolia l vastaavalla kokoskaalalla.
Na¨in ma¨a¨ritellyn havaitun kulmatehospektrin avulla voidaan lausua la¨mpo¨tilafluktuaatioiden
varianssi taivaanpallon yli
1
4pi
∫
∆T (θ, φ)2dΩ =
∑
l
2l + 1
4pi
Ĉl (2.80)
Havaitulla ja teoreettisella kulmatehospektrilla¨ on hyvin perustavanlaatuinen ero. Teoreettinen
kulmatehospektri kuvaa kuinka kokoskaalat l kontribuoivat satunnaisprosessin varianssiin yli eri
realisaatioiden. Havaittu kulmatehospektri taas kertoo miten na¨ma¨ eri kokoskaalat kontribuoivat
yhden ta¨ma¨n prosessin realisaation varianssiin yli taivaanpallon. Na¨iden va¨lille voidaan heuris-
tisesti ajatella yhteys siten, etta¨ kutakin multipolia vastaavan kulmala¨pimitan kokoiset alueet
taivaalla ovat satunnaisprosessin eri realisaatioita.
Ta¨sma¨llisesti teoreettinen ja havaittu kulmatehospektri liittyva¨t toisiinsa siten, etta¨ ensim-
ma¨inen on ja¨lkimma¨inen odotusarvo
〈Ĉl〉 = Cl. (2.81)
Na¨in ollen vertaamalla erilaisista malleista johdettuja teoreettisia kulmatehospektreja¨ havaittuun,
saadaan tietoa kosmologisista ha¨irio¨ista¨ ja varhaisen maailmankaikkeuden fysiikasta. Vertailuun
liittyy kuitenkin sisa¨a¨nrakennettua epa¨tarkkuutta. Havaitun ja teoreettisen kulmatehospektrin
tyypillista¨ poikkeamaa toisistaan mittaa niin sanottu kosminen varianssi
〈(Ĉl − Cl)2〉 = 2
2l + 1
C2l (2.82)
Kosminen varianssi on suurin pienilla¨ l:n arvoilla ja se asettaa yla¨rajan sille, kuinka tarkasti suuril-
la skaaloilla havaittua kulmatehospektria¨ voidaan verrata teoreettiseen. Ta¨ma¨ voidaan ymma¨rta¨a¨
ja¨lleen intuitiivisesti siten, etta¨ alhaisia multipoleja vastaavia suuren kulmala¨pimitan alueita mah-
tuu taivaalle va¨hemma¨n kuin pienen kulmala¨pimitan alueita ja na¨in ollen otoshajonta on suurempi.
Kulmatehospektrin estimointia mittausdatasta ka¨sitella¨a¨n tarkemmin luvussa 5.
2.4.1 Polarisaatio
La¨mpo¨tilafluktuaatioiden lisa¨ksi taustasa¨teilysta¨ saadaan informaatiota myo¨s sen polarisaation
muodossa. Taustasa¨teily on viimeisen Thomson-sironnan vuoksi osittain lineaarisesti polarisoitu-
nutta. Sirontaprosessi polarisoi fotonin riippuen sen sirontakulmasta joten epa¨isotrooppisesti saa-
puvassa sa¨teilyssa¨ havaitaan nettopolarisaatio, vaikka ennen sirontaa sa¨teily olisi polarisoituma-
tonta. Esimerkiksi sironta 90◦ kulmassa polarisoi sa¨teilyn ta¨ysin siten etta¨ sa¨hko¨kentta¨ va¨ra¨htelee
saapumis- ja siroamissuuntia vastaan kohtisourassa suunnassa. Kun vapaat elektronit ja fotonit
vuorovaikuttavat voimakkaasti, jatkuvat sironnat pyyhkiva¨t keskima¨a¨ra¨isen polarisaation pois.
Viimeinen sironta ei kuitenkaan tapahdu va¨litto¨ma¨sti, vaan elektronien sitoutuminen atomeihin
ja ta¨ta¨ kautta na¨iden ja fotonien va¨lisen vuorovaikutuksen lakkaaminen vie aikaa ja ta¨ma¨n proses-
sin tuloksena tiheysvaihtelut tuottavat nettopolarisaation irti kytkeytyville fotoneille [15]. Sama
ilmio¨ toistuu myo¨hemmin kun ensimma¨iset sa¨teilyla¨hteet (ta¨hdet, galaksit ja kvasaarit) syntyva¨t
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ja na¨iden sa¨teily ionisoi maailmankaikkeuden ta¨ytta¨va¨n neutraalin kaasun, jonka vapaat elektronit
sirottavat osan taustasa¨teilyfotoneista.
Kuvausta jossa maailmankaikkeus on joko ta¨ysin la¨pina¨kyma¨to¨n tai la¨pina¨kyva¨ voidaan pa-
rantaa niin sanotun optisen syvyyden avulla. Se on ma¨a¨ritelty integraalina
τ(η) =
∫ η0
η
a(η)ne(η)σTdη, (2.83)
missa¨ ne on vapaiden elektronien lukuma¨a¨ra¨tiheys ja σT Thomson-sironnan vaikutusala. Opti-
sen syvyyden avulla saadaan niiden fotonien suhteellinen osuus, jotka eiva¨t ole sironneet kertaa-
kaan liikkeellela¨hto¨nsa¨ (konformiajan hetki η) ja havaittavaksi saapumisensa (hetki η0) va¨lissa¨
f = e−τ . Ta¨rkea¨ rajatapaus on arvo τ = 1. Kun τ  1 tai τ  1, maailmankaikkeus on oleellisesti
la¨pina¨kyma¨to¨n tai la¨pina¨kyva¨. Taustasa¨teilyanalyysissa¨ ta¨rkea¨a¨ on tieto siita¨ kuinka optinen sy-
vyys ka¨ytta¨ytyy neutraalien atomien muodostuessa ensi kertaa ja myo¨hemmin galaksien va¨lisen
kaasun uudelleen ionisoituessa. Ja¨lkimma¨isen vaikutus CMB-fotoneihin voidaan parametrisoida
reionisaation optisen syvyyden τr ≡ τ(ηr) avulla, missa¨ ηr on konformiaika, jolloin uudelleen
ionisoituminen alkaa. Prosessin epa¨lineaarisen luonteen (ensimma¨isten ta¨htien muodostuminen)
vuoksi siita¨ on vaikea tehda¨ tarkkoja teoreettisua ennusteita. Na¨in ollen τr on yksi ΛCDM-mallin
kuudesta havainnoilla kiinnitetta¨va¨sta¨ perusparametrista (luku 5). Rekombinaation ja reionisaa-
tion tarkempi ka¨sittely on monimutkaista, joten se sivuutetaan ta¨ssa¨ tutkielmassa. Ta¨rkea¨a¨ kui-
tenkin on, etta¨ reionisaation optinen syvyys ja muut kosmologiset parametrit ovat jossain ma¨a¨rin
degeneroituneita, kun niita¨ ma¨a¨riteta¨a¨n la¨mpo¨tilafluktuaatioista. Esimerkiksi ta¨ta¨ degeneraatiota
voidaan kuitenkin rikkoa polarisaatiodatan avulla, silla¨ maailmankaikkeuden vaiheet jolloin τ ∼ 1
vaikuttavat la¨mpo¨tila- ja polarisaatiosignaaliin eri tavoilla [13].
Taustasa¨teilymittauksissa sa¨hko¨magneettista sa¨teilya¨ ja sen polarisaatiota kuvataan usein niin
sanotuilla Stokesin parametreilla¨. Optiikassa na¨iden ma¨a¨rittelemiseksi tarkastellaan kvasimonok-
romaattista tasoaaltoa. Kvasimonokromaattinen tarkoittaa, etta¨ sa¨teilyn eri taajuuskomponentit
ovat piikittyneet jonkin keskitaajuuden ω0 ympa¨rille. Taustasa¨teily on mustan kappaleen sa¨teilya¨,
joten se koostuu jakaumasta eri taajuuskomponentteja. Ta¨ta¨ sa¨teilya¨ kuitenkin mitataan yleensa¨
yhdella¨ tai usealla kapealla taajuuskaistalla, jolloin kvasimonokromaattinen aalto on hyva¨ approk-
simaatio. Sa¨hko¨kenta¨n suunta on aallon etenemissuuntaa vastaan kohtisuorassa, jolloin
Ex = ax(t) cos [ω0t− θx(t)] , Ex = ay(t) cos [ω0t− θy(t)] . (2.84)
Ta¨ssa¨ Ex ja Ey ovat jonkin sa¨teilya¨ vastaan kohtisuoran ortogonaalisen koordinaatiston ak-
selien suuntaiset sa¨hko¨magneettisen kenta¨n komponentit. Kvasimonokromaattisuudesta seuraa,
etta¨ amplitudit ax, ay ja vaihekulmat θx, θy muuttuvat hitaasti verrattuna verrattuna aallon
ka¨a¨nteiseen taajuuteen [19]. Taustasa¨teilymittauksissa havainnointikanavat ovat yleensa¨ ∼ 100
GHz, mista¨ ta¨ma¨ ka¨a¨nteinen taajuus ma¨a¨ra¨ytyy. Stokesin parametrit ma¨a¨ritella¨a¨n aikakeskiarvoi-
na
I = 〈a2x〉+ 〈a2y〉
Q = 〈a2x〉 − 〈a2y〉
U = 〈2axay cos(θx − θy)〉
V = 〈2axay sin(θx − θy)〉.
(2.85)
Ta¨ssa¨ aikakeskiarvot vastaavat ka¨a¨nteista¨ mittaustaajuutta. Esimerkiksi Planck-satelliitin tapauk-
sessa mittaustaajuus on ∼ 10 Hz. Kvasimonorkomaattisuus vastaa sita¨, etta¨ parametrit ax, ay, θx
ja θy muuttuvat nopeasti ta¨ma¨n taajuuden ka¨a¨nteislukuun na¨hden – jos ne muuttuvat hitaasti,
jokainen na¨yte vastaa oleellisesti monokromaattista sa¨teilya¨. I on yksinkertaisesti sa¨teilyn inten-
siteetti ja Q ja U kuvaavat lineaarisen polarisaation. Polarisoitumatonta sa¨teilya¨ vastaa tilanne
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Q = U = V = 0. Parametri V kuvaa ympyra¨polarisaatiota, jota Thomson sironta ei tuota [20].
Na¨in ollen taustasa¨teilyn kuvaamiseen riitta¨va¨t kolme parametria (I,Q, U).
Parametrit Q ja U ovat sa¨hko¨kenta¨n komponentit Ex ja Ey ma¨a¨ritta¨va¨sta¨ koordinaatistosta
riippuvia suureita, joten niiden kanssa tyo¨skentely on epa¨ka¨yta¨nno¨llista¨. Koordinaatiston kierto
saapuvan sa¨teilyn suuntaisen vektorin n ympa¨ri kulman ψ verran muuntaa parametreja seuraa-
vasti:
Q→ Q′ = Q cos(2ψ) + U sin(2ψ)
U → U ′ = −Q sin(2ψ) + U cos(2ψ). (2.86)
Na¨in ollen lineaarikombinaatio Q± iU muuntuu kuten
(Q± iU)′(θ, φ) = Q cos(2ψ) + U sin(2ψ)∓ iQ sin(2ψ)± iU cos(2ψ)
= (Q± iU)(cos(∓2ψ) + sin(∓2ψ))
= e∓2iψ(Q± iU)(θ, φ).
(2.87)
eli se muodostaa spin-2 kenta¨n taivaalla. Ta¨ma¨ kentta¨ voidaan esitta¨a¨ spin-2 palloharmonisten
funktoiden summana [20]
(Q± iU)(θ, φ) =
∑
l≥2
l∑
m=−l
a±2,lm ±2Ylm(θ, φ). (2.88)
Kertoimien a±2,lm lineaarikombinaatioiden
aElm = −
1
2
(a2,lm + a−2,lm) ,
aBlm = −
i
2
(a2,lm − a−2,lm)
(2.89)
avulla voidaan ma¨a¨ritella¨ kaksi koordinaatistosta riippumatonta skalaarikentta¨a¨
E(θ, φ) =
∑
l≥2
l∑
m=−l
aElmYlm(θ, φ),
B(θ, φ) =
∑
l≥2
l∑
m=−l
aBlmYlm(θ, φ).
(2.90)
Na¨ita¨ kutsutaan E- ja B-moodin polarisaatioiksi. Ta¨ma¨ jako vastaa vektorikenta¨n jakoa osiin,
joilla on ha¨via¨va¨ roottori tai divergenssi. La¨mpo¨tilan ja (E,B)-polarisaatiomoodien avulla avulla
voidaan rakentaa joukko kulmatehospektreja¨, jotka sisa¨lta¨va¨t statistisen informaation gaussisita
la¨mpo¨fluktuaatioista, polarisaatiosta seka¨ na¨iden va¨lisista¨ korrelaatioista:
CXYl =
1
2l + 1
l∑
m=−l
〈aX∗lm aYlm〉. (2.91)
Ta¨ssa¨ X,Y = T,E,B. Na¨ma¨t spektrit ovat taustasa¨teilymittausten oleellisin kosmologinen lop-
putuote. Erityisesti primordiaalisen B-moodin polarisaation havaitseminen on nykyhankkeiden
ta¨rkeimpia¨ tavoitteita. Ta¨ma¨ olisi hyvin suora todiste inflaation aikana syntyneista¨ gravitaa-
tioaalloista ja na¨in ollen sisa¨lta¨isi ainutlaatuista tietoa inflaatiofysiikasta. Etela¨navalla sijaitse-
va BICEP2-teleskoopin keva¨a¨lla¨ 2014 julkaistut alustavat tulokset [21] viittaavat siihen, etta¨ osa
B-moodin polarisaatiosignaalista on seurausta primordiaalisista gravitaatioaalloista. Havaintoon
kuitenkin liittyy epa¨varmuutta esimerkiksi Linnunradan po¨lyn polarisoitumisesta [22], eika¨ sita¨
viela¨ ole varmennettu. Primordiaalisen B-moodin polarisaation lo¨ytymisen vahvistaminen tai ku-
moaminen on Planckin polarisaatiodatan odotetuimpia tuloksia.
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Luku 3
Kartanteko
Taivaankarttojen teko aikaja¨rjestetysta¨ datasta (engl. Time Ordered Data, TOD) on ta¨rkea¨ o-
sa taustasa¨teilymittausten analysointia. Pohjimmiltaan kunkin sa¨teilyvastaanottimen Maahan
la¨hetta¨ma¨ informaatio on ja¨nnite ajan funktiona. Ta¨ma¨ kalibroidaan Aurinkokunnan ja satel-
liitin liikkeesta¨ aiheutuvan Doppler-efektin avulla ja saadaan ma¨a¨ritettya¨ intensiteetti jota ku-
kin na¨yte vastaa. Modernit taustasa¨teilymittaukset, kuten Planck-satelliitti, tuottavat valtavat
ma¨a¨ra¨t aikaja¨rjestettya¨ dataa, josta kosmologisten tulosten johtaminen on mahdotonta ilman da-
tama¨a¨ra¨n huomattavaa tiivista¨mista¨ jatkoka¨sittelya¨ varten. Esimerkiksi yksi Planckin 74:sta¨ de-
tektorista ottaa ∼ 1010 na¨ytetta¨ vuodessa ja na¨iden detektorien kulmaresoluutiota vastaavalla
pikselo¨intiresoluutiolla kartoissa on ∼ 107 pikselia¨ [23]. Na¨in ollen kartanteko on luonteva tapa
tiivista¨a¨ ka¨sitelta¨va¨a¨ dataa ja samalla se mahdollistaa mittaustulosten visualisoinnin. Myo¨s mitta-
laitteissa esiintyva¨ kohina on luontevaa ka¨sitella¨ kartanteon yhteydessa¨. Ta¨ma¨ vaihe on kuitenkin
ta¨rkea¨a¨ suorittaa tavalla, joka hukkaa mahdollisimman va¨ha¨n kosmologista informaatiota.
3.1 Kartanteko-ongelma
Aikaja¨rjestetty data voidaan kirjoittaa vektorina d, joka sisa¨lta¨a¨ Nt kappaletta mittalaitteen ot-
tamia na¨ytteita¨
d = s+ n. (3.1)
Termi s kuvaa taivaalta tulevaa signaalia ja n instrumenttikohinaa. Na¨ma¨ oletetaan riippumat-
tomiksi toisistaan. Jos mittaus on herkka¨ lineaariselle polarisaatiolle, kuten esimerkiksi Planck-
satelliitin tapauksessa, hetkella¨ ti mitattuun signaaliin kontribuoivat kolme Stokesin parametria
(I,Q, U):
sti = Iti +Qti cos(2ψti) + Uti sin(2ψti). (3.2)
Ta¨ssa¨ kulma ψti kuvaa detektorin polarisaatioherkkyyden suuntaa. Signaalivektori puolestaan
voidaan kirjoittaa muodossa
s = Pm (3.3)
Ta¨ssa¨ vektori m edustaa pikselo¨itya¨, todellista taivaankarttaa. Jos ta¨ha¨n sisa¨llyteta¨a¨n myo¨s in-
formaatio polarisaatiosta, se koostuu 3Npix pikselista¨, missa¨ Npix on taivaan pikselo¨intiresoluutio.
Yksi skeema taivaan pikselo¨intiin on Planck-projektissakin ka¨ytetty HEALPix-pikselo¨inti [24].
Ta¨ssa¨ tutkielmassa esitettyjen karttojen resoluutio on ilmaistu HEALPix-parametrin Nside avul-
la, josta saadaan kartan pikselima¨a¨ra¨ kaavalla Npix = 12N
2
side.
Nt×3Npix matriisi P (niin sanottu pointing-matriisi) sisa¨lta¨a¨ informaation mittalaitteen skan-
nausstrategiasta ja na¨in ollen liitta¨a¨ taivaan pikselista¨ mi tulevan signaalin hetkella¨ ti otettuun
na¨ytteeseen dti . Lineaarista polarisaatiota mittaavan kartoituksen tapauksessa se koodaa myo¨s
detektorin polarisaatioherkkyyden asennon, joten se koostuu elementeista¨ (1, cos(2ψti), sin(2ψti)).
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Dimensioiltaan ta¨ma¨ matriisi on valtava, mutta ka¨yta¨nno¨ssa¨ se on myo¨s eritta¨in harva ja na¨in
ollen sen laskennallinen ka¨sittely ei tuota ongelmaa.
Kohinavektori n kuvaa kohinan kontribuutiota mitattuun signaaliin ja sen oletetaan olevan
gaussinen ja odotusarvoltaan nolla.
Tavoitteena on konstruoida datavektorista d jollakin lineaarisella operaatiolla L karttaesti-
maatti m˜ = Ld, joka vastaa todellista taivaankarttaa m mahdollisimman hyvin. Seuraavaksi an-
netaan matemaattinen ma¨a¨ritelma¨ ta¨lle ”mahdollisimman hyva¨lle vastaavuudelle”.
Ma¨a¨ritella¨a¨n aluksi (aikatason) kohinan kovarianssimatriisi:
Cn = 〈nnT〉. (3.4)
Gaussisen kohinan tapauksessa ta¨ma¨ kovarianssimatriisi kuvaa kohinan statistiset ominaisuu-
det ta¨ysin ja se on periaatteessa laskettavissa mittalaitetta kuvaavan kohinamallin avulla. Ta¨ta¨
ka¨sitella¨a¨n tarkemmin luvussa 4. Ta¨ssa¨ luvussa oletamme sen tunnetuksi. Jos kiinnita¨mme tai-
vaankartan m, todenna¨ko¨isyys mitata data d saadaan lausuttua gaussisen kohinan n = d−Pm
ja sen kovarianssimatriisin Cn avulla [16]
P (d|m) = (2pi detCn)− 12 exp
(
−1
2
nTC−1n n
)
. (3.5)
Jos puolestaan kiinnita¨mme datasetin d, yhta¨lo¨ (3.5) voidaan tulkita karttaestimaatin m uskot-
tavuusfunktioksi (enlg. likelihood function) L(m|d). Paras vastaavuus datan kanssa saavutetaan
karttaestimaatilla m˜, joka maksimoi uskottaavuusfunktion L(m|d). Ta¨ma¨ vastaa funktion
χ2 = −2 lnL = (d−Pm)TC−1n (d−Pm) (3.6)
minimointia vektorin m suhteen (normitustekija¨ (2pi detCn)
−1/2 ei vaikuta minimin etsinna¨ssa¨,
joten voimme unohtaa sen). Minimointi antaa yhta¨lo¨n
∇mχ2 = −2PTC−1n (d−Pm) = 0, (3.7)
josta saamme suurimman uskottavuuden (engl. maximun likelihood) ratkaisun
m˜ = (PTC−1n P)
−1PTC−1n d. (3.8)
Ta¨ssa¨ (PTC−1n P)−1PTC−1n on etsima¨mme operaattori L. Toinen tapa na¨hda¨, etta¨ yhta¨lo¨n (3.8)
antama estimaatti vastaa parhaiten todellista karttaa on, etta¨ se minimoi residuaalikartan va-
rianssin 〈(m˜−m)(m˜−m)T〉 [12].
Esimerkiksi Planck-satelliitti tuottaa niin suuren ma¨a¨ra¨n aikaja¨rjestettya¨ dataa, etta¨ kart-
taestimaatin ratkaisu yhta¨lo¨sta¨ (3.8) on laskennallisesti hyvin raskasta. Tarvitaan siis approksi-
matiivinen menetelma¨, joka on seka¨ laskennallisesti kevyempi etta¨ tuottaa riitta¨va¨n laadukkaita
karttoja.
3.2 Destriping-menetelma¨
Niin sanottu destriping-menetelma¨ on approksimatiivinen ratkaisu kartanteko-ongelmaan. Siina¨
kohinakomponentti n jaetaan korreloituneeseen ja valkoiseen kohinaan, joista ensin mainittu mal-
linnetaan jakamalla datavektori d Nb kappaleeseen Nbase pituista segmenttia¨. Na¨ihin jokaiseen
segmenttiin liiteta¨a¨n vakiopoikkeama (niin sanottu baseline), joka kuvaa kohinana¨ytteiden va¨lisen
korrelaation aikatasossa. Kohinamalliksi saadaan
n = Fa+ nw. (3.9)
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Ta¨ssa¨ vektori nw kuvaa valkoista kohinaa, vektori a sisa¨lta¨a¨ poikkeamien amplitudit ja F on
Nt×Nb matriisi, joka kertoo mihin poikkeama-amplitudiin kukin TOD-na¨yte kuuluu. Se voidaan
kirjoittaa eksplisiittisesti
F =

I 0 0 · · ·
0 I 0 · · ·
0 0 I · · ·
...
...
...
. . .
 . (3.10)
Ta¨ssa¨ diagonaalielementit ovat Nbase-pituisia sarakevektoreita I = (1, 1, 1, . . .)
T. Matriisi F siis
toimii ika¨a¨n kuin vakiopoikkeamien a pointing-matriisina ja levitta¨a¨ ne kohinavektoriin n.
Olettaen, etta¨ korreloitunut ja valkoinen kohina ovat keskena¨a¨n riippumattomia, kohinan ko-
varianssimatriisi (3.4) saadaan muotoon
C = FCaF
T +Cn, (3.11)
missa¨ Ca = 〈aaT〉 on poikkeamien amplitudien kovarianssimatriisi ja Cn = 〈nwnTw〉 on valkoisen
kohinan kovarianssimatriisi. Viimeksi mainittu on diagonaalimatriisi, jonka jokainen diagonaalie-
lementti on instrumentissa esiintyva¨n valkoisen kohinan tason ilmaiseva varianssi σ2i . Na¨in ollen
sen ka¨sittely on eritta¨in yksinkertaista. Jos valkoinen kohina on stationaarista koko mittauksen
ajan, on σ2i = σ
2 kaikilla i. Ja¨ljelle ja¨a¨ amplitudien a kovarianssimatriisi Ca, jonka laskemista in-
strumenttia kuvaavasta kohinamallista ka¨sitella¨a¨n kappaleessa 4. Ta¨ta¨ matriisia kutsutaan ta¨ssa¨
esitelta¨va¨n formalismin puitteissa myo¨s kohinaprioriksi.
Tarkoituksena on nyt maksimoida uskottavuusfunktio L(m,a|d) seka¨ kartan m etta¨ amplitu-
dien a suhteen. Todenna¨ko¨isyysteorian ketjusa¨a¨nnon avulla saadaan datan todenna¨ko¨isyydelle
P (d) = P (d|m,a)P (a|m)P (m), (3.12)
missa¨ P (a|b) on ehdollinen todenna¨ko¨isyys a:lle ehdolla b. Koska taivaankartta m on kiinnitetty,
siihen ei liity todenna¨ko¨isyystiheytta¨, joten P (m) on merkitykseto¨n vakio. Myo¨ska¨a¨n amplitudit
a eiva¨t riipu taivaankartasta, joten P (a|m) = P (a), joka oletetaan gaussiseksi
P (a) = (2pi detCa)
− 1
2 exp
(
−1
2
aTC−1a a
)
. (3.13)
Kiinnitta¨ma¨lla¨ kartta m ja amplitudit a, datan d todenna¨ko¨isyysjakauma P (d|m,a) saadaan
yhta¨lo¨sta¨ (3.5), missa¨ nyt n = d− Fa−Pm. Na¨in ollen saadaan maksimoitavaksi uskottavuus-
funktioksi L(m,a|d) = P (d|m,a)P (a), josta edelleen saadaan minimoitava funktio
χ2 = −2 lnP (d|m,a)− 2 lnP (a)
= (d− Fa−Pm)TC−1n (d− Fa−Pm) + aTC−1a a.
(3.14)
Ta¨ssa¨ on ja¨lleen pudotettu merkityksetto¨ma¨t normitusvakiot pois.
Minimointi kartan m suhteen antaa ratkaistavaksi yhta¨lo¨n
∇mχ2 = −2PTCn−1(d− Fa−Pm) = 0, (3.15)
josta saadaan ratkaistuksi
m = (PTC−1n P)
−1PTC−1n (d− Fa). (3.16)
Sijoittamalla m yhta¨lo¨sta¨ (3.16) yhta¨lo¨o¨n (3.14), saadaan minimoitava funktio
χ2 = (d− Fa)TZTC−1n Z(d− Fa) + aTC−1a a, (3.17)
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missa¨
Z = 1−P(PTC−1n P)−1PTC−1n . (3.18)
Kun χ2-funktio (3.17) minimoidaan amplitudien a suhteen
∇aχ2 = −2FTC1nZ(d− Fa) = 0, (3.19)
saadaan lopulta yhta¨lo¨
(FTC−1n ZF+C
−1
a )a = F
TC−1n Zd. (3.20)
Ta¨sta¨ on mahdollista ratkaista amplitudit a numeerisesti. Matriisi yhta¨lo¨n (3.20) vasemmalla
puolella on reaalinen, symmetrinen ja positiividefiniitti, joten ratkaiseminen onnistuu esimerkiksi
konjugaattigradienttimenetelma¨lla¨ (esim. [25]). Ta¨ma¨ ratkaisu voidaan edelleen sijoittaa yhta¨lo¨o¨n
(3.16), josta saadaan ratkaistua karttaestimaatti m˜. Yksi ta¨ma¨n idean implementointi on Madam-
algoritmi [26], joka ratkaisee yhta¨lo¨n (3.20) ka¨ytta¨en mainittua konjugaattigradienttimenetelma¨a¨.
Destriping-menetelma¨a¨ on mahdollista soveltaa myo¨s ilman etuka¨teistietoa matriisista Ca. Ta¨llo¨in
poikkeama-amplitudeille sallitaan ”a¨a¨retto¨ma¨n suuri kovarianssi”, 〈aaT〉 → ∞, jolloin Ca → 0 ja
poikkeama-amplitudit ma¨a¨riteta¨a¨n ainoastaan mittausdataa ka¨ytta¨en. Usein ta¨ta¨ la¨hestymistapaa
kutsutaan tavalliseksi destriping-menetelma¨ksi ja kohinapriorin ka¨ytto¨a¨ yleistetyksi destriping-
menetelma¨ksi. Koska ta¨ssa¨ tutkielmassa ollaan kiinnostuneita nimenomaan kohinan korrelaatioi-
den analyyttisesta tarkastelusta, on ja¨lkimma¨inen menetelma¨ otettu la¨hto¨kohdaksi.
On osoitettavissa [26], etta¨ yhta¨lo¨t (3.16) ja (3.20) antavat saman karttaestimaatin kuin op-
timaalinen ratkaisu (3.8), jos kohinan kovarianssimatriisi on muotoa (3.11). Siis, jos vakiopoik-
keamat mallintavat kohinan tarkasti, destriping-menetelma¨ antaa pienimma¨n varianssin karttaes-
timaatin. Ta¨ma¨ on helppo ymma¨rta¨a¨ intuitiivisesti ajattelemalla tilannetta, jossa poikkeama-
amplitudien a ma¨a¨ra¨ la¨hestyy na¨ytteiden ma¨a¨ra¨a¨. Ta¨ssa¨ tilanteessa kovarianssimatriisi (3.11) ku-
vaa koko kohinan statistiset ominaisuudet samalla tavalla kuin kovarianssimatriisi (3.4). Na¨in ollen
destriping-menetelma¨ toteuttaa molemmat sille asetetut tavoitteet. Silla¨ on mahdollista pa¨a¨sta¨
mielivaltaisen la¨helle optimaalista menetelma¨a¨, mutta toisaalta poikkeamien pituutta kasvatta-
malla laskentaresurssien tarve va¨henee. Kuva 3.2 havainnollistaa kuinka ta¨rkea¨a¨ korreloituneen
kohinan tehokas poisto Planckin kaltaisen taustasa¨teilykartoituksen yhteydessa¨ on.
3.2.1 Signaalivirhe
Yleistetyssa¨ destriping-menetelma¨ssa¨ kohinan poikkeama-amplitudit arvioidaan siis mittausdatas-
ta ja arviota voidaan tarkentaa rajoittamalla na¨iden kovarianssia kohinamallista saatavan kohi-
napriorin avulla. Kohinan kannalta ta¨rkein karttojen laatuun vaikuttava parametri on poikkea-
amplitudien pituus. Ta¨ma¨ pituus ma¨a¨ra¨a¨ kuinka lyhyen aikava¨lin korrelaatiot kohinan poistos-
sa otetaan huomioon ja na¨in ollen amplitudien pituuden lyhenta¨minen parantaa kohinan pois-
toa. Poikkeama-amplitudien ma¨a¨ritta¨miseen datasta liittyy kuitenkin niin myo¨s sanotun signaa-
livirheen ongelma. Amplitudit ma¨a¨riteta¨a¨n vertaamalla eri ajanhetkilla¨ samaan pikseliin osuvia
na¨ytteita¨. Jos taivaan signaali vaihtelee merkitta¨va¨sti pikselin sisa¨lla¨, ta¨ma¨ tulkitaan kohinak-
si, mika¨ va¨a¨rista¨a¨ amplitudiestimaattia. Ta¨ma¨ efekti pienenee tiettyyn rajaan asti poikkeamien
pituutta kasvatettaessa [28] ja periaatteessa voidaan joutua tekema¨a¨n kompromissi optimaali-
sen kohinan poiston ja signaalivirheen minimoinnin va¨lilla¨. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ alarajan poikkeama-
amplitudien pituudelle asettaa kuitenkin signaalivirheen sijaan laskennallisen vaativuuden kasvu.
Sen sijaan hyvin merkitta¨va¨lla¨ tavalla signaalivirheen suuruuteen vaikuttaa resoluutio, jolla
korreloituneen kohinan poisto suoritetaan. Pikselikoon kasvaessa signaalivaihtelu pikselin sisa¨lla¨
voimistuu ja ta¨sta¨ johtuva virhe poikkeama-amplitudien ma¨a¨rityksessa¨ kasvaa hyvin nopeasti
kun resoluutiota lasketaan tietyn rajan alapuolelle [28]. Myo¨hemmissa¨ analyysivaiheissa kuitenkin
tarvitaan matalan resoluution karttoja (luvut 4 ja 5), jolloin signaalivirhe muodostuu ongelmaksi.
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Kuva 3.1: Kaksi samasta Planckin 70GHz taajuuskanavaa vastaavasta simuloidusta TOD:sta tuo-
tetttua karttaa. Ylemma¨ssa¨ kuvassa data on suoraan projisoitu kartaksi ja alemmassa se on puhdis-
tettu korreloituneesta kohinasta destriping-menetelma¨a¨ ka¨ytta¨en. Ilman destriping-ka¨sittelya¨ tuo-
tettu kartta on selva¨sti niin sanotun 1/f -kohinan (luku 4) dominoima, ja na¨in ollen ka¨ytto¨kelvoton
kosmologian kannalta. Simuloitu data on alunperin tuotettu artikkelia [27] varten. Kuva: Anna-
Stiina Suur-Uski
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Destriping-menetelma¨ kuitenkin mahdollistaa eri resoluutioiden ka¨yto¨n kohinan poiston ja TOD:n
kartaksi projisoimisen yhteydessa¨.
Pointing-matriisi P riippuu kartan resoluutiosta, joten ta¨llo¨in ta¨ytyy ma¨a¨ritella¨ kaksi eri mat-
riisia: matriisi Pd rakennetaan korreloituneen kohinan poiston yhteydessa¨ ja matriisi Pm kartan-
tekovaiheessa. Ta¨llo¨in poikkeama-amplitudit ma¨a¨riteta¨a¨n lausekkeesta (3.20), mutta ka¨ytta¨en eri
resoluutiota vastaavaa matriisia Zd
Zd = 1−Pd(PTdC−1n Pd)−1PTdC−1n . (3.21)
Ta¨ma¨n ja¨lkeen varsinainen kartta tuotetaan loppullista resoluutiota vastaavan matriisin Pm avul-
la:
m˜ = (PTmC
−1
n Pm)
−1PTmC
−1
n (d− Fa) (3.22)
Tarkalleen ottaen ylla¨ kuvatulla menetelma¨lla¨ tuotettu karttaestimaatti m˜ ei ole alkupera¨isen
uskottavuusfunktion maksimointiongelman ratkaisu. Edella¨ esitetty analyysi nojaa siihen, etta¨
matriisiP yhta¨lo¨issa¨ (3.16) ja (3.20) on sama. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ jako kuitenkin toimii hyvin [28]. Vaikka
jaon on osoitettu toimivan kohinan poiston yhteydessa¨ hyvin, se kuitenkin mutkistaa matalan
resoluution karttoihin ja¨a¨va¨n residuaalikohinan statistista kuvausta. Ta¨ta¨ ongelmaa on ka¨sitelty
luvussa 4.
Poikkeama-amplitudien pituuden ja destriping-resoluution sa¨a¨ta¨misen lisa¨ksi signaalivirhetta¨
voidaan va¨henta¨a¨ myo¨s poistamalla destriping vaiheessa datasta voimakkaita signaaligradientteja
sisa¨lta¨va¨t alueet, kuten Linnunradan taso. Ta¨llo¨in kuitenkin meneteta¨a¨n korreloituneen kohinan
ma¨a¨ritta¨misessa¨ ka¨ytetta¨va¨a¨ dataa, joten ihanteellista olisi joutua poistamaan mahdollisimman
pieni osa taivaasta.
Luku 4
Kohinan mallintaminen
4.1 Kohinamalli
Tarkastellaan aluksi motivaation vuoksi yksinkertaista kartantekoalgoritmia ja kohinan vaikutus-
ta ta¨lla¨ menetelma¨lla¨ ma¨a¨ritettyihin karttoihin. Suoraviivainen tapa arvioida taivaalta tulevaa
signaalia pikselissa¨ p, on ottaa keskiarvo ta¨ha¨n pikseliin osuvien na¨ytteiden yli
mp =
1
N
∑
i
di (4.1)
Tarkastellaan sitten kohinan kontribuutiota ta¨ha¨n N -kertaa mitattuun pikseliin. Yksinkertaisessa
kartantekoalgoritmissa (4.1) kohinakomponentin varianssi pikselissa¨ p voidaan kirjoittaa muodossa
〈n2p〉 =
1
N2
N∑
i,j=1
〈ninj〉, (4.2)
silla¨ kohinavektorin oletetaan olevan keskiarvoltaan nolla. Valkoiselle kohinalle 〈ninj〉 = σ2δij
ja lauseke (4.2) sievenee muotoon 〈n2p〉 = σ2/N , missa¨ σ2 on valkoisen kohinan varianssi (jos
se oletetaan vakioksi). Selva¨sti se siis keskiarvoistuu pois, kun sama pikseli havaitaan riitta¨va¨n
monta kertaa. Jos kohina kuitenkin sisa¨lta¨a¨ korrelaatioita, na¨in ei va¨ltta¨ma¨tta¨ tapahdu. Ta¨llo¨in
kohinan korrelaatioiden mallinnus ja poistaminen datasta naiivia keskiarvoistusta tarkemmin on
va¨ltta¨ma¨to¨nta¨ laadukkaiden karttojen tuottamiseksi.
Luvussa 3 esitellyn destriping-menetelma¨n motivaationa on elektroniikassa yleisesti esiintyva¨
niin sanottu 1/f -kohina. Ma¨a¨ritella¨a¨n aluksi N -pituisen kohinana¨ytevektorin diskreetti Fourier-
muunnos
n˜f =
N−1∑
i=0
ntie
−i2pifti/N , (4.3)
missa¨ nti ovat kohinana¨ytteet ajan hetkilla¨ t1, t2 . . . Ta¨ma¨n avulla ma¨a¨ritella¨a¨n kohinan teho-
spektri
P (f) = 〈n˜f n˜∗f 〉, (4.4)
joka kuvaa kuinka paljon tehoa signaalissa on kullakin taajuudella f . 1/f -kohinalle ta¨ma¨ spektri
on muotoa
P (f) ∝ 1/fα, (4.5)
missa¨ 0 < α < 2. Usein α ≈ 1. Ta¨ma¨ tehospektri otetaan korreloituneen kohinan mallin la¨hto¨koh-
daksi. Koska mallissamme kohina on valkoisen ja korreloituneen kohinan summa, koko kohinan
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Kuva 4.1: Vasemmalla: detektorin LFI27M kohinan tehospektri (punaisella). Kuvaan on mer-
kitty myo¨s detektorin minimi- ja polvitaajuus seka¨ valkoisen kohinan taso Fourier-avaruudessa.
Oikealla: ta¨ma¨n tehospektrin 1/f -osan pohjalta generoitu kahden minuutin mittainen pa¨tka¨
kohinana¨ytteita¨. Ta¨sta¨ 1/f -kohinan osuudesta ma¨a¨riteta¨a¨n destriping-vaiheessa ka¨ytetta¨va¨t
poikkeama-amplitudit. Ta¨ta¨ havainnollistamaan kuvaan on merkitty mustalla yhden poikkeama-
amplitudien pituutta vastaavien sekunnin mittaisten pa¨tkien keskiarvo. Data on generoitu Level-S
ohjelmistolla [32].
tehospektri voidaan lausua muodossa
P (f) =
σ2
fs
[
1 +
(
fknee
f
)α]
(f > fmin),
P (f) =
σ2
fs
[
1 +
(
fknee
fmin
)α]
(f < fmin).
(4.6)
Ta¨ssa¨ fs on instrumentin na¨ytteenottotaajuus ja σ
2 ja¨lleen valkoisen kohinan varianssi. fknee on
niin kutsuttu polvitaajuus, jota suuremmilla taajuuksilla valkoinen kohina dominoi 1/f -kohinan
tehon laskiessa nopeasti taajuuden kasvaessa. fmin ma¨a¨ra¨a¨ aikaskaalan jolla kohinana¨ytteet si-
sa¨lta¨va¨t korrelaatioita ja sita¨ pienemmilla¨ taajuuksilla spektri mallinnetaan tasaiseksi. Ta¨ma¨ yk-
sinkertainen kohinamalli sisa¨lta¨a¨ siis vain nelja¨ vapaata parametria (σ, α, fknee, fmin), mutta sita¨
on menestyksekka¨a¨sti ka¨ytetty muun muassa Planck-satelliitin data-analyysissa¨ [29]. Parametrien
arvot Planckin nelja¨lle 30GHz detektorille ovat taulukossa 4.1. Lisa¨ksi kuvassa 4.1 on detekto-
rin LFI27M kohinaparametreja vastaava tehospektri seka¨ ta¨ma¨n spektrin avulla tuotettu pa¨tka¨
simuloituja kohinana¨ytteita¨.
Radiometri σ [mK] α fknee [mHz] fmin [mHz]
LFI27M 1.583 0.87 187.4 1.15 · 10−2
LFI27S 1.727 0.82 104.4 1.15 · 10−2
LFI28M 1.781 0.88 122.2 1.15 · 10−2
LFI28S 1.627 0.91 40.7 1.15 · 10−2
Taulukko 4.1: Kohinaparametrit Planckin LFI-instrumentin 30GHz kanavan radiometreille. Ar-
tikkeleista [30] & [31].
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4.2 Kohinapriori
Ta¨ssa¨ luvussa johdetaan lauseke kohinapriorille Ca tarkastelemalla korreloituneen kohinan statis-
tisia ominaisuuksia ja olettamalla sen olevan stationaarista. Lasku seuraa melko tarkasti artikke-
lin [28] esitysta¨, mutta asian oleellisuuden vuoksi ka¨yda¨a¨n se kuitenkin la¨pi melko yksityiskohtai-
sesti.
Olkoon c(t) t-pituisen aikava¨lin erottamien kohinanna¨ytteiden autokorrelaatiofunktio
c(t) = 〈n(t0)n(t0 + t)〉. (4.7)
Koska oletamme kohinan olevan stationaarista, c(t) ei riipu referenssiajasta t0. Autokorrelaatio-
funktio voidaan esitta¨a¨ kohinan tehospektrin avulla
c(t) =
∫ ∞
−∞
P (f)ei2piftdf. (4.8)
Kohinaspektrin P (f) ma¨a¨ra¨a¨ instrumenttia kuvaava kohinamalli – esimerkiksi mainittu 1/f -
kohina – ja ta¨ssa¨ se oletetaan tunnetuksi. Ma¨a¨ritella¨a¨n nyt T -pituisen poikkeaman referenssiampli-
tudi aˆ(t) keskiarvona
aˆ(t) =
1
T
∫ t+T
t
n(τ)dτ (4.9)
Kohinapriori Ca saadaan na¨iden referenssiamplitudien kovarianssista. T -pituisten poikkeamaseg-
menttien alkupisteet muodostavat jonon t0, t1 = t0 + T, t2 = t0 + 2T . . . Na¨in ollen amplitudien
aˆ(t) autokorrelaatio riippuu ainoastaan poikkeamien va¨lisen aikaeron kT ma¨a¨ra¨a¨va¨sta¨ kokonais-
lukukertoimesta k:
ca(k) = 〈aˆ(t)aˆ(t+ kT )〉. (4.10)
Ta¨ma¨ lauseke antaa elementit matriisin Ca k:nnella diagonaalilla. Ta¨llaista matriisia, jonka kukin
diagonaali on vakio, kutsutaan Toeplitz-matriisiksi. Ka¨yta¨nno¨n laskuissa ta¨ta¨ matriisia voidaan
ka¨sitella¨ sirkulanttina [12], jolloin (3.20) ratkaisemiseksi tarvittava ka¨a¨nteismatriisi C−1a on te-
hokkainta ratkaista Fourier-menetelmia¨ ka¨ytta¨en. Na¨in ollen on ja¨rkeva¨a¨ ratkaista amplitudien aˆ
spektri (eli disktreetti fourier-muunnos)
Pa(f) =
∞∑
k=−∞
ca(k)e
−i2pikfT (4.11)
ka¨ytta¨en hyva¨ksi kohinaspektria¨ P (f). Kirjoitetaan aluksi korrelaatiofunktio ca(k) amplitudin aˆ
lausekkeen (4.9) avulla
ca(k) =
1
T 2
∫ T
0
dτ
∫ T
0
dt〈n(t0 + t)n(t0 + kT + τ)〉 (4.12)
Ta¨ma¨ voidaan kirjoittaa kohinan korrelaatiofunktion c(t) avulla
ca(k) =
1
T 2
∫ T
0
∫ T
0
dτdtc(kT + τ − t), (4.13)
joka puolestaan voidaan lausua kohinaspektrin avulla
ca(t) =
1
T 2
∫ T
0
∫ T
0
dτdt
∫ ∞
−∞
P (f)ei2pif(kT+τ−t)df. (4.14)
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Integraalit τ :n ja t:n yli on mahdollista laskea analyyttisesti, jolloin saadaan tulos
ca(t) =
∫ ∞
−∞
P (f)ei2pifkT
2− 2 cos(2pifT )
(2pifT )2
df. (4.15)
Na¨in ollen saamme amplitudien aˆ(t) spektrin muotoon
Pa(f) =
∞∑
k=−∞
∫ ∞
−∞
P (f ′)ei2pik(f
′−f)T 2− 2 cos(2pif ′T )
(2pif ′T )2
df ′. (4.16)
Vaihtamalla integroinnin ja summauksen ja¨rjestys ja ka¨ytta¨ma¨lla¨ tulosta
1
F
∞∑
k=−∞
ei2pikf/F =
∞∑
m=−∞
δ(f −mF ), (4.17)
saadaan spketrille lauseke
Pa(f) =
1
T
∞∑
m=−∞
P (f +m/T )
2− 2 cos(2pifT )
(2pifT +m)2
. (4.18)
Ka¨ytta¨ma¨lla¨ trigonometrista¨ kaavaa cos(2x) = 1−2 sin2 x ja ma¨a¨rittelema¨lla¨ g(x) = sin2(pix)/(pix)2
saadaan spektrille lopullinen, kompaktimpi lauseke
Pa(f) =
1
T
∞∑
m=−∞
P (f +m/T )g(fT +m). (4.19)
Jos kohinan spektri laskee nopeasti taajuuden kasvaessa, kuten 1/f -kohinan tapauksessa, sum-
masta tarvitsee ka¨yta¨nno¨ssa¨ laskea vain muutama termi arvon m = 0 ympa¨rilla¨. Ta¨ma¨n spekt-
rin avulla voidaan rakentaa kohinapriori Ca, joka mahdollistaa kohinan tehokkaan destriping-
ka¨sittelyn. Erityisen ta¨rkea¨a¨ kohinapriorin ka¨ytto¨ on lyhyita¨ poikkeama-amplitudien pituuksia
ka¨ytetta¨essa¨. Jos amplitudit ma¨a¨riteta¨a¨n datasta vain muutamien na¨ytteiden yli keskiarvoista-
malla, arvio itsessa¨a¨n on kohinainen. Ta¨llo¨in on ta¨rkea¨a¨ etta¨ amplitudien kovarianssia saadaan
rajoitettua ka¨ytta¨ma¨lla¨ etuka¨teistietoa kohinan ominaisuuksista.
4.3 Kohinan kovarianssimatriisi
Luvussa 3 esitellyt kartantekomenetelma¨t eiva¨t tuota ta¨ysin taivasta vastaavia karttoja. Vaik-
ka kohina mallinnettaisiin ta¨ydellisesti, menetelmilla¨ saadaan poistettua vain tilastollisesti to-
denna¨ko¨isin kohinarealisaatio. Karttoihin ja¨a¨ siis va¨ista¨ma¨tta¨ residuaalisignaalia, joka ma¨a¨ritella¨a¨n
karttaestimaatin ja todellisen taivaan erona ∆m ≡ m˜ −m. Gaussisen kohinan tapauksessa resi-
duaalien ta¨ydellinen tilastollinen kuvaus sisa¨ltyy pikseliavaruuden kohinan kovarianssimatriisiin
N = 〈∆m∆mT〉, (4.20)
joka voidaan kirjoittaa aikatason kovarianssimatriisin (3.4) avulla muodossa
N = (PTC−1P)−1. (4.21)
Destriping-approksimaatiota (3.11) ka¨ytetta¨essa kovarianssi saadaan muotoon
N = (PT(FCaF
T +Cn)P)
−1. (4.22)
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Jotta ongelman vapausasteiden ma¨a¨ra¨ saataisiin todella redusoitua na¨ytteiden ma¨a¨ra¨sta¨ poikkeama-
amplitudien ma¨a¨ra¨ksi, tarvitaan niin sanottua Woodburyn kaavaa
(A+UCV)−1 = A−1 −A−1U(C−1 +VA−1U)−1VA−1. (4.23)
Na¨in saadaan lauseke pikseliavaruuden kohinan kovarianssimatriisin ka¨a¨nteismatriisille
N−1 = PTC−1n P−PTC−1n F(C−1a + FTC−1n F)−1FTC−1n P (4.24)
Destriping-kartanteossa kohinan kovarianssimatriisin ka¨a¨nteismatriisin laskemiseksi pikseliava-
ruudessa tarvitaan siis ainoastaan pointing-matriisi P, poikkeama-amplitudien kovarianssi Ca ja
na¨iden amplitudien pituuksien ma¨a¨ra¨a¨ma¨ matriisi F seka¨ valkoisen kohinan taso σ. Mika¨li valkoi-
nen kohina ei ole stationaarista, sen taso on jaettava stationaarisiin jaksoihin σi, jotka muodostavat
valkoisen kohinan kovarianssimatriisin diagonaalielementit. Yhta¨lo¨ssa¨ (4.24) kaikki muut matriisit
paitsi Ca ovat joko hyvin harvoja tai diagonaalisia. Matriisi Ca skaalautuu poikkeama-amplitudien
lukuma¨a¨ra¨n mukana kuten N2b . Ta¨ma¨ lukuma¨a¨ra¨ ma¨a¨ra¨ytyy na¨iden amplitudien pituudesta seka¨
mitattujen na¨ytteiden ma¨a¨ra¨sta¨. Na¨in ollen amplitudien lyhenta¨minen saattaa muodostua pullon-
kaulaksi. Koska matriisi Ca voidaan approksimoida sirkulantiksi (luku 4.2), se voidaan kuitenkin
ka¨sitella¨ Fourier-tekniikoilla tehokkaasti. Na¨in ollen poikkeama-amplitudien ka¨sittely muodostaa
ongelman vasta kun niiden pituus la¨hestyy alarajaa, jolla ne muodostuvat yksitta¨isista¨ na¨ytteista¨.
Suurin ongelma onkin matriisin N−1 valtavan kokonsa takia vaatima muisti- ja tallennuskapasi-
teetti. Ta¨ma¨n matriisin koko skaalautuu kuten N2pix ∼ N4side ja jo melko matalalla resoluutiolla
Nside = 64 sen vaatima tallennustila on 162GB.
4.3.1 Kovarianssimatriisin ka¨a¨nta¨minen
Matriisi N−1 on symmetrinen ja epa¨negatiivisesti definiitti, joten sen ominaisarvot {λi} ovat
epa¨negatiiviset ja ominaisvektorit {ei} muodostavat ta¨ydellisen ortogonaalisen kannan. Na¨in ollen
se voidaan esitta¨a¨ ominaisarvohajotelmana
N−1 =
∑
i
λieie
T
i . (4.25)
Ta¨ma¨n ominaisarvohajotelman avulla voidaan helposti rakentaa matriisi N
N =
∑
i=0
1
λi
eie
T
i . (4.26)
Ongelmaksi muodostuu kuitenkin mahdollinen nolla ominaisarvo λ0 = 0. Ta¨ma¨ ominaisarvo juon-
taa juurensa kartantekoalgoritmien kyvytto¨myydesta¨ ma¨a¨ritta¨a¨ taivaankartan kattavaa vakiopoik-
keamaa (eli monopolia la¨mpo¨tilakartassa) [30]. Koska kartan monopoli on mielivaltainen, siihen
liittyy ”a¨a¨reto¨n varianssi”, joka na¨kyy ka¨a¨nteismatriisissa ominaisarvona λ0 = 0. Ta¨ma¨ monopoli
on kuitenkin merkitykseto¨n la¨mpo¨tilafluktuaatioita kartoitettaessa, joten yksi tapa regularisoida
matriisi (4.26) on projisoida nolla ominaisarvo pois
N→ Nreg =
∑
i=1
1
λi
eie
T
i . (4.27)
Na¨in on saatu konstruoitua luvussa 3 kuvatulla menetelma¨lla¨ laskettuun taivaankarttaan ja¨a¨va¨n
residuaalikohinan korrelaatiot sisa¨lta¨va¨ matriisi N. Ta¨ma¨n matriisin jokainen rivi i vastaa taivaan-
karttaa, joka kertoo miten kohina pikselissa¨ i on korreloitunut muiden taivaan pikselien kanssa.
Karttojen sisa¨lta¨essa¨ informaation kaikista Stokesin parametreista¨ (I,Q, U), kovarianssimatrii-
si kertoo myo¨s miten na¨ma¨ ovat korreloituneet keskena¨a¨n seka¨ kunkin pikselin sisa¨lla¨ etta¨ eri
pikselien kesken.
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Kovarianssimatriisi on siis symmetrinen 3Npix × 3Npix matriisi ja ta¨llaisen matriisin ka¨a¨nta¨-
minen skaalautuu usemmilla menetelmilla¨ kuten N3pix ∼ N6side. Korkeilla resoluutioilla kovarianssi-
matriisien tuottaminen on laskennallisesti hyvin raskasta, eika¨ sita¨ ole mahdollista tehda¨ karttoja
vastaavalla resoluutiolla. Esimerkiksi Planck-satelliitin matalan taajuuden instrumentin kovarians-
simatriisit laskettiin resoluutiolla Nside = 32 karttojen resoluution ollessa Nside = 1024 [33].
Na¨iden matalan resoluution kovarianssimatriisien hyo¨dyllisyys tulee esiin kulmatehospektrin
estimoinnissa. Taustasa¨teilymittausten analyysissa¨ nykyinen la¨hestymistapa on jakaa ongelma
suuren skaalan (matala l) ja pienen skaalan (korkea l) analyysiin. Korkeiden multipolien analyy-
sissa¨ kohinan approksimoidaan olevan valkoista ja Cl-spektrin uskottavuusfunktion oletetaan ole-
van gaussista (seurausta keskeisesta¨ raja-arvolauseesta) tai vastaavaa yksinkertaista muotoa. Skaa-
la, jolla korkeiden multipolien approksimaatiot eiva¨t ole ena¨a¨ riitta¨va¨n tarkkoja riippuu mittauk-
sen yksityiskohdista, mutta yleisesti ottaen raja kulkee karkeasti arvossa l ∼ 100 [12]. Matalammil-
la multipoleilla na¨ma¨ yksinkertaiset oletukset eiva¨t ole ena¨a¨ voimassa ja suurimman uskottavuu-
den ratkaisuja kulmatehospektrille etsitta¨essa¨ on hyo¨dynnetta¨va¨ kaikki taustasa¨teilykarttojen ti-
lastollinen informaatio. Ta¨llo¨in myo¨s residuaalikohinan suuren skaalan statistiset ominaisuudet on
otettava huomioon mahdollisimman tarkasti ja matalan resoluution kovarianssimatriisit sisa¨lta¨va¨t
nimenomaan kuvauksen na¨ista¨ ominaisuuksista. Ta¨ta¨ asiaa ka¨sitella¨a¨n tarkemmin luvussa 5.
Esimerkkimatriisit
Tutkielmaa varten on laskettu Madam-algoritmiin pohjautuvalla implementoinilla [30] kaksi esi-
merkkimatriisia Planck-satelliitin 30GHz tajuuskanavalle kohinaparametreja 4.1 ja Planck-satel-
liittia ja¨ljitteleva¨a¨ skannausstrategiaa ka¨ytta¨en. Na¨ma¨ laskettiin ka¨ytta¨en yhden sekunnin (eli
32:n na¨ytteen) ja 0.25 sekunnin (eli 8:n na¨ytteen) pituisia poikkeama-amplitudeja. Laskentare-
surrsien tarpeen va¨henta¨miseksi matriisit laskettiin hyvin alhaisella resoluutiolla Nside = 16. Esi-
merkkimatriisien yksitta¨isia¨ riveja¨ on esitettyna¨ kuvissa 4.2 ja 4.3. Kuvissa on kunkin Stokesin
parametrin autokorrelaatio Mollweide-projektiona [34]. Visualisointia varten kovarianssimatriisin
elementit on normitettu korrelaatiokertoimiksi kaavalla
Corr(mi,mj) ≡ 〈mimj〉√
〈m2i 〉
√
〈m2j 〉
. (4.28)
Ta¨ssa¨ m on residuaalikartta ∆m, jolloin 〈mimj〉 = Nij . Rivit on valittu siten, etta¨ pikseli jonka
korrelaatiota muun taivaan kanssa tarkastellaan on na¨issa¨ koordinaateissa kartan keskella¨. Kuvis-
sa on na¨hta¨vissa¨ kohinan matalan taajuuden komponenttien satelliitin skannausstrategiaan kyt-
keytymisesta¨ johtuva voimakas kaistamainen rakenne. Kohinan varianssi referenssipikselissa¨ (eli
pikselin korrelaatio itsensa¨ kanssa) on huomattavasti suurempi kuin korrelaatio muiden taivaan
pikselien kanssa, joten se on asetettu visualisointisyista¨ nollaksi.
Ta¨sta¨ eteenpa¨in kartasta m puhuttaessa tarkoitetaan karttaestimaattia m˜, silla¨ se, yhdessa¨
kohinan kovarianssin kuvaksen N kanssa, on la¨hto¨data jatkoanalyysissa¨.
4.4 Kovarianssimatriisin validointi
Kuten todettua, rajallisten laskentaresurssien vuoksi matriisin (4.24) laskeminen ja ka¨a¨nta¨minen
saattaa muodostua haasteelliseksi etenkin korkeilla resoluutioilla. Laskennallisen vaativuuden hel-
pottamiseksi ja numeerisen stabiiliuden saavuttamiseksi matriisin laskennassa saatetaan joutua
turvautumaan erilaisiin approksimaatioihin myo¨s matalilla resoluutioilla. On ta¨rkea¨a¨ kuitenkin
varmistaa, etta¨ myo¨s approksimatiivisesti laskettu matriisi kuvaa residuaalikohinan ominaisuu-
det riitta¨va¨n tarkasti. Ta¨rkea¨ssa¨ roolissa ovat Monte Carlo -menetelmin simuloidut kohinakartat,
joiden tilastollisia ominaisuuksia voidaan verrata kovarianssimatriisista saataviin ennusteisiin.
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II, 025sec baseline
0 0.5
II, 1sec baseline
0 0.5
Kuva 4.2: Kohinan kovarianssimatriisi LFI-instrumentin 30GHz:n taajuuskanavalle. La¨mpo¨tilan
autokorrelaatio kahdella eri poikkeama-amplitudin pituudella lasketuista matriiseista. Vasem-
malla: 0.25 sekunnin poikkeama-amplitudi.Oikealla: yhden sekunnin poikkeama-amplitudi. Kar-
toissa na¨kyva¨ vyo¨ma¨inen rakenne on seurausta satelliitin skannausstrategiasta. Skannausrenkaassa
pera¨kka¨in sijaitsevissa pikseleissa¨ kohina on voimakkaasti korreloitunutta, silla¨ kohinan matala-
taajuuksinen komponentti ei ole viela¨ ehtinyt muuttua na¨ita¨ pikseleita¨ skannattaessa.
4.4.1 Simulaatiot
Kohinakarttojen tuottaminen on laskennallisesti huomattavasti kovarianssimatriiseja kevyempa¨a¨,
joten se voidaan tehda¨ korkeammalla resoluutiolla ja lievempia¨ approksimaatioita ka¨ytta¨en. Lu-
vussa 3 mainitulla Madam-koodilla on mahdollista tuottaa ma¨a¨ra¨ttyja¨ instrumentteja ja skan-
nausstrategiaa vastaavia simuloidun kohinan karttoja. Kuvissa 4.2 ja 4.3 esitettyjen matriisien tes-
taamiseksi tuotettiin vastaavien kohinaparametrien ja skannausstrategian avulla kahdella eri ta-
valla sadan realisaation otos ainoastaan residuaalikohinaa sisa¨lta¨via¨ karttoja. Ensin tuotettiin tau-
lukossa 4.1 esitettyja¨ parametreja¨ vastaavaa aikaja¨rjestettya¨ kohinadataa ja ta¨ma¨ aikaja¨rjestetty
data ajettiin Madam-kartantekoprosessin la¨pi kahdella eri tavalla ka¨ytta¨en matriisien kanssa sa-
maa Planckin kaltaista skannausstrategiaa. Na¨in tuotetut kartat muodostavat vertailukohdan,
joka ma¨a¨ritta¨a¨ kuinka hyvin kovarianssimatriisit onnistuvat residuaalikohinan kuvaamisessa.
Karttaotokset eroavat toisistaan resoluution osalta. Eri resoluutioisten karttaotosten merki-
tysta¨ ka¨sitella¨a¨n alla luvussa 4.4.2. Ensimma¨inen otos laskettiin kovarianssimatriiseja kanssa ident-
tisella¨ alhaisella Nside = 16 resoluutiolla, jotta karttojen ja matriisien va¨lille saataisiin mahdolli-
simman hyva¨ vastaavuus. Toisen otoksen kartat laskettiin virallisen Planck-analyysin tapaan kova-
rianssimatriiseja korkeammalla resoluutiolla Nside = 512. Virallisia karttoja matalampi resoluutio
keventa¨a¨ laskentaresurrsien tarvetta, mutta on kuitenkin riitta¨va¨n korkea demonstroimaan kart-
tojen ja kovarianssimatriisien eroja. Vertailun mahdollistamiseksi korkean resoluution karttojen
resoluutio alennettiin levylle kirjoittamisen ja¨lkeen vastaamaan toista karttaotosta. Myo¨s ta¨ma¨n
merkitysta¨ ka¨sitella¨a¨n seuraavassa luvussa. Kummassakin simulaatiossa poikkeama-amplitudin
pituus oli virallisen Planck-analyysin tavoin yksi sekunti.
4.4.2 Matalan resoluution kartat
Kuten aiemmin mainittiin, rajallisten laskentaresurssien vuoksi kulmatehospektrin estimointi on
jaettava korkeiden ja matalien multipolien alueisiin, joissa ka¨yteta¨a¨n eri approksimaatioita ja eri
la¨hto¨dataa. Matalien multipolien kulmatehospektrin estimoinnissa la¨hto¨datana ovat matalan re-
soluution kartat ja na¨ita¨ vastaavat kohinan kovarianssimatriisit (luku 5). Kuten luvussa 3.2.1 mai-
nittiin, karttoja kontaminoiva signaalivirhe kasvaa nopeasti destriping-resoluution laskiessa, joten
korreloituneen kohinan poisto ta¨ytyy tehda¨ korkealla resoluutiolla. Na¨in saadut korkean resoluu-
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QQ, 025sec baseline
-0.01 0.01
UU, 025sec baseline
-0.01 0.01
Kuva 4.3: Kuvassa 4.2 esitetyn 0.25 sekunnin poikkeama-amplitudilla lasketun matriisin pola-
risaatiokomponenttien (Q,U) autokorrelaatio. Vastaavat yhden sekunnin poikkeama-amplitudin
matriisin kartat ovat la¨hes identtiset. Polarisaatiokartat sisa¨lta¨va¨t la¨mpo¨tilakarttoja monimut-
kaisempaa rakennetta, mutta niissa¨kin on havaittavissa la¨mpo¨tilakarttoja vastaava voimakkaan
korrelaation ja antikorrelaation kaistale.
tion kartat on muunnettava matalan resoluution muotoon, jotta niita¨ voitaisiin ka¨ytta¨a¨ matalien
multipolien kulmatehospektria¨ ma¨a¨ritetta¨essa¨. Ta¨ma¨ signaalikarttojen resoluution alentaminen
on ta¨rkea¨ vaihe datanka¨sittelyketjussa ja tehta¨va¨ oleellisen informaation mahdollisimman hyvin
sa¨ilytta¨va¨lla¨ tavalla.
Yksinkertaisin tapa resoluution alentamiseen on signaalin keskiarvoistaminen suuremman pik-
selin muodostavien pienten pikselien yli. Ta¨ma¨ menetelma¨ ei ota huomioon sita¨, etta¨ suuren pik-
selin eri alueet on skannattu eri tavoilla. Ta¨ma¨ voi johtaa havaintosuunnasta riippuvaan signaalin
tasoittumiseen ja kohinan lisa¨a¨ntymiseen, kun kohinaiset (skannattu harvoin) pikselit saavat sa-
man painon kuin puhtaammat (skannattu useasti) pikselit. Toinen ongelma liittyy siihen, etta¨
palloharmoniset funktiot Ylm(θ, φ) muodostavat a¨a¨rellisella¨ resoluutiolla pikselo¨idylla pallopinnal-
la approksimatiivisesti ortogonaalisen funktiojoukon ainoastaan arvoon lmax ≈ 3Nside−1 asti [30].
Mika¨li korkean resoluution kartta sisa¨lta¨a¨ tehoa skaaloilla l > lmax, ta¨ma¨ signaali aliasoituu suu-
remmille skaaloille kun kartta pikselo¨ida¨a¨n uudelleen matalalla resoluutiolla. Ta¨ma¨ aliasoituminen
va¨a¨rista¨a¨ matalan resoluution kartoista saatavaa kulmatehospektriestimaattia. Aliasoitumista voi-
daan esta¨a¨ esimerkiksi siirtyma¨lla¨ pikseliavaruudesta multipoliavaruuteen ja ka¨sittelema¨lla¨ kart-
ta sopivalla ikkunafunktiolla, jonka avulla signaali saadaan nollaksi jonkin halutun maksimiarvon
lmax yla¨puolella. Tehtiinpa¨ resoluution alentaminen miten tahansa, eri la¨hto¨resoluutio kartanteossa
ja kovarianssimatriisien laskennassa aiheuttaa epa¨ta¨ydellisyyksia¨ na¨iden va¨lisessa¨ vastaavuudessa.
Kaksi eri resoluutiolla laskettua karttaotosta tuotettiin, jotta saataisiin selville kuinka paljon kart-
tojen la¨hto¨resoluutio vaikuttaa na¨ihin ja¨a¨va¨n kohinan ja matalan resoluution kovarianssimatriisien
yhteensopivuuteen
Myo¨s ta¨ta¨ tutkielmaa varten tuotettujen simuloitujen korkean resoluution kohinakarttojen re-
soluutio ta¨ytyi alentaa matriisin kanssa samaksi na¨iden keskina¨isen vertailun mahdollistamiseksi.
Ta¨ma¨ tehtiin yksinkertaisuuden vuoksi laskemalla painotettu keskiarvo matalan resoluution pikse-
lin muodostavien korkean resoluution pikselien yli. Kunkin pikselin painokerroin on ka¨a¨nta¨en ver-
rannollinen valkoisen kohinan tasoon ta¨ssa¨ pikselissa¨. Ta¨ma¨ taso puolestaan ma¨a¨ra¨ytyy pikseliin
osuvien na¨ytteiden lukuma¨a¨ra¨sta¨ (useampi havainto ⇒ alhaisempi kohina). Algebrallisesti ta¨ma¨
voidaan esitta¨a¨ muodostamalla korkeaa ja matalaa resoluutiota vastaavien pointing-matriisien
Ph,Pl ja valkoisen kohinan kovarianssimatriisn Cn avulla painotusmatriisit
Wh = (P
T
hC
−1
n Ph)
−1
Wl = (P
T
l C
−1
n Pl)
−1 (4.29)
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ja muodostamalla matalan resoluution kartta m′ operaatiolla
m′ = WlXWhm. (4.30)
Ta¨ssa¨ matriisi X yksinkertaisesti summaa suuren pikselin muodostavien alipikselien yli
Xpq =
{
1, q on p:n alipikseli
0, muulloin
(4.31)
Ta¨lla¨ tavoin saavutetaan alhaisin mahdollinen kohinan taso matalan resoluution pikselissa¨, mika¨li
kohina ei ole korreloitunutta korkean resoluution pikseleissa¨. Ta¨ma¨ menetelma¨ on myo¨s ekviva-
lentti luvussa 3.2.1 esitetyn menetelma¨n kanssa, jossa korreloitunut kohina poistetaan korkealla
resoluutiolla, mutta varsinainen kartta tuotetaan alhaisella resoluutiolla [30]. Resoluution alen-
tamista ja siihen liittyvia¨ yksityiskohtia ei tarkastella ta¨ssa¨ ta¨ma¨n tarkemmin. Ka¨a¨nteisen kohi-
napainotuksen seka¨ sofistikoituneempien menetelmien yksityiskohtia, vahvuuksia ja heikkouksia
ka¨sitella¨a¨n tarkemmin artikkelissa [30].
Kuvassa 4.4 on esitettyna¨ kaksi versiota alunperin Nside = 512 resoluutiolla tuotetusta yk-
sitta¨isesta¨ kohinakarttarealisaatiosta. Vasemmanpuoleisessa sarakkeessa ovat kolme korkean reso-
luution karttaa (yksi kullekin Stokesin parametrille (I,Q, U)) ja oikeanpuoleisessa resoluutioon
Nside = 16 alennetut vastaavat kartat.
4.4.3 Kohinabias
Kohinabias kertoo karttoihin ja¨a¨va¨n residuaalikohinan vaikutuksesta niista¨ laskettaviin kulmate-
hospektreihin. Se on ma¨a¨ritelty pelkka¨a¨ kohinaa sisa¨lta¨vien karttojen kulmatehospektrien odo-
tusarvona. Koska taivaalta tuleva signaali ja kohina ovat korreloitumattomia, kohinabias on addi-
tiivinen taivaan kulmatehospektrin kanssa. Ideaalitilanteessa kohinan kovarianssimatriisi sisa¨lta¨a¨
kaiken tilastollisen informaation residuaalikohinasta, joten kohinabias voidaan laskea analyyttises-
ti sen avulla. Olkoon m residuaalikohinan kartta ja N sen kovarianssimatriisi. Ma¨a¨ritella¨a¨n aluksi
lineaarinen operaattori Y, jonka avulla saadaan kartasta m kertoimet alm
a = Ym (4.32)
Ta¨ssa¨ vektori a sisa¨lta¨a¨ kohinakartan kertoimet alm. Matriisin Y eksplisiittinen muoto riippuu
kartan pikselo¨intiskeemasta ja siita¨ kuinka suurille l:n arvoille palloharmoninen hajotelma halu-
taan laskea. Yleisesti se kuitenkin sisa¨lta¨a¨ rivin jokaiselle kertoimelle alm ja ta¨ma¨ rivi on pallo-
harmonisen fuktion Ylm kartta valitulla pikselo¨innilla¨.
Kohinabias Nl on kohinakarttojen m kulmatehospektrien odotusarvo
Nl =
1
2l + 1
l∑
m=−l
〈alma∗lm〉 (4.33)
Ta¨ma¨ saadaan lausuttua kovarianssimatriisin N ja operaattorin Y avulla. Johdetaan aluksi yhteys
kertoimien alm ja kovarianssimatriisin elementtien va¨lille:
YNY† = 〈(Ym)(Ym)†〉 = 〈aa†〉 = 〈alma∗l′m′〉
⇒ 〈alma∗lm〉 = (YNY†)ii,
(4.34)
Na¨in ollen kohinabias saadaan matriisin YNY† diagonaalielementtien avulla.
Nl =
1
2l + 1
∑
i
(YNY†)ii, (4.35)
42 LUKU 4. KOHINAN MALLINTAMINEN
missa¨ summaus sisa¨lta¨a¨ kullekin l:n arvolle vastaavat m:n arvot m = −l . . . l.
Kuvissa 4.5 ja 4.6 on kuvissa 4.2 ja 4.3 esitetyista¨ esimerkkimatriiseista laskettuja kohina-
biaksia seka¨ kohinasimulaatioista laskettujen kulmatehospektrien statistiikkaa. Na¨ita¨ keskena¨a¨n
vertaamalla voidaan tutkia kuinka hyvin kovarianssimatriisi vastaa kohinakarttoja kulmatehos-
pektrin tasolla. Paras vastaavuus spektrien va¨lilla¨ saavutetaan, kun kartat on laskettu matalal-
la resoluutiolla ja matriisit lyhytta¨ poikkeama-amplitudia ka¨ytta¨en. Ta¨llo¨in analyyttinen ennus-
te (TT,EE,BB)-spektreille mahtuu pa¨a¨sa¨a¨nto¨isesti keskiarvon keskivirheen asettamiin rajoihin.
Matalilla multipoleilla erot matriisien va¨lilla¨ ovat pienia¨, mutta kasvavat l:n mukana. Ta¨ma¨ on
luontevaa, silla¨ lyhyemma¨n poikkeama-amplitudin matriisi kuvaa lyhyiden aikaskaalojen kohi-
nan tarkemmin ja ta¨ma¨ na¨kyy parempana vastaavuutena taivaan pienten skaalojen rakenteessa.
Kumpikin matriisi kuitenkin aliarvioi korkean la¨hto¨resoluution karttoihin ja¨a¨va¨n korreloituneen
kohinan tason. Mita¨ korkeampaa resoluutiota destriping-vaiheessa ka¨yteta¨a¨n, sita¨ va¨hemma¨n on
dataa vapausastetta (eli pikselia¨) kohden poikkeama-amplitudeja ma¨a¨ritetta¨essa¨. Na¨in ollen rat-
kaisu on epa¨tarkempi ja kartat ja¨a¨va¨t kohinaisemmiksi. Kuten todettua, signaalivirheen vuoksi
kohinan poisto on kuitenkin tehta¨va¨ korkealla resoluutiolla, joten ta¨ma¨ epa¨yhteensopivuus on
va¨ista¨ma¨to¨n kun matriisit pystyta¨a¨n laskemaan ainoastaan matalalla resoluutiolla.
4.4.4 χ2-testi
Niin sanottu χ2-jakauma ma¨a¨ritella¨a¨n muodostamalla riippumattomista gaussisesti jakautuneista
satunnaismuuttujista X1, X2, . . . , Xn summa
Q =
n∑
i=1
X2i . (4.36)
Na¨in muodostettu satunnaismuuttuja Q noudattaa niin sanottua χ2-jakaumaa. Jakaumaa kuvaa
gaussisesti jakautuneiden satunnaismuuttujien ma¨a¨ra¨ n, jota kutsutaan jakauman vapausasteiden
ma¨a¨ra¨ksi. Ta¨ma¨n jakauman tiheysfunktio on [35]
Pn(x) =
x(n/2)−1e−x/2
2n/2Γ(n/2)
, kun x ≥ 0 (4.37)
ja Pn(x) = 0, kun x < 0. Yksitta¨isen kohinarealisaatiokartan m ja kovarianssimatriisin N avulla
voidaan muodostaa suure χ2 = mTN−1m. Nimensa¨ mukaisesti se noudattaa ideaalitapauksessa
edella¨ ma¨a¨riteltya¨ χ2-jakaumaa [30]. Ta¨ma¨n suureen odotusarvo on kartan vapausasteiden 3Npix
lukuma¨a¨ra¨. Ta¨ma¨ voidaan na¨hda¨ helposti esimerkiksi ottamalla ja¨lki luvusta χ2:
〈mTN−1m〉 = Tr (〈mTN−1m〉)
= Tr
(〈mmT〉N−1)
= Tr
(
13Npix×3Npix
)
= 3Npix.
(4.38)
Usein tarkastellaan vapausasteiden ma¨a¨ra¨lla¨ normitettua redusoitua χ2-arvoa χ2red = χ
2/3Npix.
Tuottamalla useita kohinarealisaatioita ja tarkastelemalla na¨iden χ2-arvojen jakaumaa voidaan
ma¨a¨ritta¨a¨ miten hyvin kovarianssimatriisi vastaa simuloitua kohinaa. Ta¨ta¨ kutsutaan χ2-testiksi.
Selkein merkki χ2-testin la¨pa¨isysta¨ tai epa¨onnistumisesta on se, asettuuko jakauman keskiarvo
odotusarvoon (4.38). Kuvassa 4.7 on redusoidun χ2-testin tuloksia eri tavoilla laskettujen kova-
rianssimatriisien ja kohinasimulaatioiden yhdistelmille. Kuvaajista na¨hda¨a¨n, etta¨ kohinabiaksien
tavoin myo¨s χ2-testin tulokset paranevat kun karttojen ja matriisin laskentaresoluutiot ovat sa-
mat ja matriisin laskemisessa ka¨yteta¨a¨n lyhyempaa poikkeama-amplitudia. Vastaavuus on kuiten-
kin myo¨s ta¨ssa¨ ideaalisimmassa tapauksessa kaukana ta¨ydellisyydesta¨. Na¨iden saatujen tulosten
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perusteella voisi olettaa, etta¨ vastaavuus paranisi edelleen lyhenta¨ma¨lla¨ poikkeama-amplitudeja.
Nelja¨sosasekuntia lyhyemmilla¨ poikkeamilla matriisien tuottaminen muuttuu kuitenkin nopeasti
laskennallisesti hyvin raskaaksi eiva¨tka¨ tulokset parane merkitta¨va¨sti.
4.4.5 Testien tuloksista
Ylla¨ esitellyt testit kovarianssimatriisien validoimiseksi, joiden tulokset ovat na¨hta¨villa¨ kuvissa 4.5
– 4.7, kertovat kuinka hyvin matriisit vastaavat kussakin kohinasimulaatiossa karttoihin ja¨a¨va¨a¨
kohinaa. Testien tuloksiin vaikuttavat siis yhta¨ paljon simulaatoissa ka¨ytetyt oletukset kuin tapa
jolla matriisi itse laskettiin. Na¨in ollen niista¨ ei suoraan voida pa¨a¨tella¨ kumpi matriisi on ”pa-
rempi”. Na¨ma¨ testit kuitenkin kertovat kuinka paljon erilaiset kohinasta riippumattomista syista¨
(kuten esimerkiksi riitta¨ma¨tto¨mista¨ laskentaresursseista tai signaalivirheesta¨) tehta¨va¨t approksi-
maatiot vaikuttavat kohinakarttojen ja kovarianssimatriisien keskina¨iseen vastaavuuteen. Ta¨ma¨
auttaa lo¨yta¨ma¨a¨n menetelma¨n karttojen ja kovarianssimatriisien laskemiseen, joka takaa parhaan
kompromissin signaali- ja muiden virheiden minimoinnin ja toisaalta mahdollisimman tarkan re-
siduaalikohinan kuvauksen va¨lilla¨.
Matriisit laskettiin alhaisella Nside = 16 resoluutiolla. Kohinasimulaatiossa, jossa laskentareso-
luutio oli yhta¨ alhainen, myo¨s korreloituneen kohinan poisto tapahtuu ta¨lla¨ alhaisella resoluutiolla.
Korkean la¨hto¨resoluution kartoissa korreloituneen kohinan poisto on puolestaan suoritettu reso-
luutiolla Nside = 512 ennen resoluution alentamista. Na¨in ollen on odotettavissakin, etta¨ matalan
resoluution kovarianssimatriisi kuvaa matalan la¨hto¨resoluution karttoihin ja¨a¨va¨a¨ kohinaa tarkem-
min. Ero na¨iden kahden tapauksen va¨lilla¨ kertoo siita¨, miten paljon kohinan poisto korkeammalla
resoluutiolla muuttaa karttoihin ja¨a¨va¨n kohinan ja kovarianssimatriisien va¨lista¨ vastaavuutta. Yksi
keino pienenta¨a¨ ta¨ta¨ efektia¨ on laskea kovarianssimatriisit korkeammalla resoluutiolla. Virallisessa
Planck analyysissa¨ matalan resoluution kovarianssimatriisit laskettiin korkeammalla Nside = 32
resoluutiolla. Kulmatehospektrin estimoinnissa nykyiset laskentaresurssit mahdollistavat kuiten-
kin na¨iden matriisien ka¨ytta¨misen ainoastaan resoluutioon Nside = 16 asti. Na¨in ollen matriisien
resoluutio on myo¨s alennettava. Koska matriisin jokainen rivi vastaa taivaankarttaa, ta¨ma¨n reso-
luution laskeminen on mahdollista (ja parhaan vastaavuudeen saavuttamiseksi on syyta¨kin) tehda¨
samoin menetelmin kuin karttojenkin tapauksessa. Kun seka¨ kartat etta¨ matriisit lasketaan ensin
korkeammalla resoluutiolla joka myo¨hemmin allennetaan matalammaksi, saadaan parempi vas-
taavuus kuin ta¨ssa¨ tutkielmassa, jossa matriisit laskettiin suoraan jatkoanalyysissa ka¨ytetta¨va¨lla¨
resoluutiolla.
Analogisesti voitaisiin ehka¨ odottaa, etta¨ kovarianssimatriisi jonka laskussa on ka¨ytetty sa-
maa poikkeama-amplitudien pituutta kuin simulaatioissa, vastaisi na¨ita¨ parhaiten. Tilanne on
ta¨ssa¨ tapauksessa kuitenkin toinen. Kartanteossa poikkeama-amplitudin pituus ma¨a¨ritta¨a¨ kuin-
ka lyhyen aikava¨lin yli korreloitunutta kohinaa saadaan poistettua. Na¨in ollen esimerkkisimu-
laatioiden tapauksessa alle yhden sekunnin pituisia korrelaatoita ei mallineta lainkaan. Jos si-
muloidussa kohinassa kuitenkin esiintyy na¨ita¨ lyhyempia¨ korrelaatioita – esimerkkisimulaatiossa
ta¨ma¨ oli tilanne – ne siirtyva¨t karttaan la¨hes sellaisenaan. Kovarianssimatriisin laskussa kuitenkin
poikkeama-amplitudien pituus kuvaa sita¨, minka¨ pituisia korrelaatioita kohinassa ylipa¨a¨ta¨a¨n ole-
tetaan olevan. Ta¨sta¨ johtuen poikkeama-amplitudin lyhenta¨minen kovarianssimatriisin laskussa
mahdollista lyhyempien korrelaatioiden huomioon ottamisen ja na¨in ollen myo¨s kuvaa karttoihin
ja¨a¨va¨a¨ residuaalikohinaa tarkemmin.
Aiemmin todettiin, etta¨ χ2-testin perusteella kovarianssimatriisit eiva¨t kuvaa niita¨ vastaaviin
karttoihin ja¨a¨va¨a¨ kohinaa la¨heska¨a¨n ta¨ydellisesti. Kohinan kovarianssimatriisien ta¨rkein sovellusa-
lue on kuitenkin kulmatehospektrin ma¨a¨ritys matalan resoluution kartoista. Kohinan odotetta-
vissa olevaa vaikutusta ta¨ssa¨ analyysivaiheessa kuvaavat analyyttisesti laskettava kohinabias ja
numeerisista simulaatioista saatavat kohinakarttojen kulmatehospektrit. Kuten kuvista 4.5 ja 4.6
na¨hda¨a¨n, simulaatioista ja matriiseista lasketut autokorrelaatiospektrit ovat hyvin la¨hella¨ toisiaan.
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Toisiaan parhaiten vastaavien matriisien (lyhyt poikkeama-amplitudien pituus) ja simulaatioiden
(matala resoluutio) va¨lilla¨ erot ovat hyvin pienia¨ ja mahtuvat pa¨a¨osin keskiarvon keskivirheen
sisa¨a¨n. Ristispektrien muodot eroavat kuitenkin huomattavasti toisistaan. Syy ta¨ha¨n ei ta¨ma¨n
tutkielman puitteissa selvinnyt.
2013 julkaistun Planckin matalan taajuuden instrumentin datan analysoinnissa tehtiin vastaa-
va havainto kuin ta¨ssa¨ tutkielmassa ja matalan resoluution kohinan kovarianssimatriisit laskettiin
lyhyemma¨lla¨ poikkeama-amplitudin pituudella kuin na¨ita¨ vastaavat kartat [33].
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I, Nside = 512
-100 100µK
I, Nside = 16
-10 10µK
Q, Nside = 512
-100 100µK
Q, Nside = 16
-10 10µK
U, Nside = 512
-100 100µK
U, Nside = 16
-10 10µK
Kuva 4.4: Saman kohinarealisaationkartan kolme Stokesin parametria (I,Q, U) kahdella eri
Healpix-resoluutiolla. Vasemmalla: korkea Nside = 512 resoluutio. Oikealla: matala Nside = 16
resoluutio.
46 LUKU 4. KOHINAN MALLINTAMINEN
100 101
l
C
T
T
l
[µ
K
2
]
30GHz TT spectrum
Mean (Nside=16)
NCVM 0.25s
NCVM 1s
100 101
l
10-1
C
T
T
l
[µ
K
2
]
30GHz TT spectrum
Mean (Nside=512)
NCVM 0.25s
NCVM 1s
Kuva 4.5: Kahdesta esimerkkimatriisista lasketut la¨mpo¨tilaspektrin kohinabiakset (mustalla ja pu-
naisella), kohinasimulaatioista laskettujen kulmatehospektrien keskiarvo (vihrea¨lla¨) seka¨ ta¨ma¨n
keskiarvon keskivirhe (harmaa kaistale). Ylempi kuva: matalan resoluution Nside = 16 simu-
laatiot. Alempi kuva: korkean resoluution Nside = 512 simulaatiot. Kuvista voidaan na¨hda¨ ly-
hyella¨ poikkeama-amplitudin pituudella lasketun matriisin ja matalan la¨hto¨resoluution karttojen
vastaavan parhaiten toisiaan. Erot kahden matriisin va¨lilla¨ kasvavat siirrytta¨essa korkeammille
multipoleille.
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Kuva 4.6: Kuvan 4.5 ylempa¨a¨ kuvaajaa vastaavat polarisaatio- ja ristispektrit. Alempaa tapaus-
ta vastaavat kuvaajat ovat la¨hes identtiset. EE− ja BB-spektrit ka¨ytta¨ytyva¨t samalla tavalla
kuin la¨mpo¨tilaspektrit, mutta ristispektreissa¨ simulaatiot ja matriisit poikkeavat huomattavasti
toisistaan. Viimeisena¨ ta¨ydellisyyden vuoksi myo¨s aiemmassa kuvassa esitetty TT -spektri.
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Kuva 4.7: χ2-testin tuloksia eri kartantekoresoluutioiden (Nside = 16 ja Nside = 512) ja kova-
rianssimatriisin poikkeama-amplitudien pituuksien (1s ja 0.25s) yhdistelmille. Testeista¨ saatujen
tulosten lisa¨ksi na¨kyva¨ punainen ka¨yra¨ on teoreettinen ennuste jakaumalle. χ2-testi vahvistaa
kohinabiaksista tehdyt havainnot: poikkeama-amplitudin pituuden lyhenta¨minen matriisin laske-
misessa ja laskentaresoluution alentaminen karttojen tuottamisessa parantavat na¨iden keskina¨ista¨
vastaavuutta. Jopa parhaiten toisiaan vastaavien karttojen ja matriisien tapauksessa jakauman
muoto ja erityisesti sijoittuminen paljastaa kuitenkin huomattavia epa¨ta¨ydellisyyksia¨ na¨iden kes-
kina¨isessa¨ vastaavuudessa.
Luku 5
Kulmatehospektrin estimointi
Kartanteon ja¨lkeen seuraava askel taustasa¨teilydatan tiivista¨misessa¨ on kulmatehospektrin esti-
mointi. Ta¨ma¨ tehda¨a¨n luvussa 3 esiteltyja¨ menetelmia¨ ka¨ytta¨en lasketuista taivaankartoista. Kul-
matehospektri on erinomainen tapa ilmaista taustasa¨teilyfluktuaatioiden sisa¨lta¨ma¨ informaatio,
silla¨ havaintojen valossa na¨ma¨ ovat hyvin suurella tarkkuudella gaussisia [36], jolloin kulmatehos-
pektri kuvaa niiden tilastolliset ominaisuudet ta¨ydellisesti. Kuten aiemmin todettua, teoreettisista
kosmologisista malleista on laskettavissa tilastollisia ennusteita kulmatehospektrin muodolle. Na¨in
ollen, kun kulmatehospektri on saatu laskettua mittausdatasta, voidaan muodostaa uskottavuus-
funktio kullekin teoreettiselle mallille sen parametrien arvojen funktiona ja arvioida na¨iden yh-
teensopivuutta datan kanssa. Ta¨ssa¨ luvussa esitella¨a¨n lyhyesti ta¨ha¨n analyysivaiheeseen liittyvia¨
menetelmia¨. Kuten luvussa 4.3 todettiin, taustasa¨teilykarttaan ja siina¨ esiintyva¨a¨n residuaaliko-
hinaan liittyva¨n ta¨yden statistisen informaation hyo¨dynta¨minen on laskennallisesti mahdollista
vain matalilla resoluutioilla (ja na¨in ollen matalilla multipoleilla). Ta¨sta¨ johtuen ta¨ssa¨ luvus-
sa keskityta¨a¨n erityisesti matalien multipolien kulmatehospektrien estimointiin. Vaikka polari-
saation kulmatehospektrien ma¨a¨ritta¨minen on la¨hitulevaisuuden taustasa¨teilymittausten ta¨rkein
tavoite, yksinkertaisuuden vuoksi rajoitutaan Planckin 2013 datajulkistuksen tavoin ainoastaan
la¨mpo¨tilan kulmatehospektrin ma¨a¨ritta¨miseen. Menetelma¨t kuitenkin yleistyva¨t melko suoravii-
vaisesti myo¨s polarisaatiodatan ka¨sittelyyn soveltuviksi, kun otetaan huomioon yhta¨lo¨ssa¨ (2.91)
ma¨a¨ritellyt polarisaatio- ja ristispektrit.
Todellinen mittausdata sisa¨lta¨a¨ taustasa¨teilysignaalin ja kohinan lisa¨ksi myo¨s karttoja kon-
taminoivaa etualan sa¨teilya¨. Ta¨ma¨ sa¨teily koostuu la¨hinna¨ Linnunradan sa¨teilyla¨hteista¨, kuten
la¨mpo¨sa¨teilya¨ emittoivasta po¨lysta¨ ja synkrotronisa¨teilysta¨, seka¨ muista galakseista ja kosmisesta
infrapunataustasta. Na¨iden la¨hteiden spektri I(ν) eroaa taustasa¨teilysta¨ joko la¨mpo¨tilansa puo-
lesta tai siten ettei sa¨teily ole mustan kappaleen sa¨teilya¨. Na¨in ollen mikroaaltotaivaan kartoitus
useilla taajuuksilla mahdollistaa mikroaaltotaustasa¨teilyn ja etualan sa¨teilyn erottelun toisistaan.
Aiemmin standardi tapa on ollut tehda¨ ta¨ma¨ komponenttierottelu karttatasolla. Ta¨ha¨n liittyvia¨
menetelmia¨ ei ka¨sitella¨ tarkemmin, vaan ta¨ssa¨ luvusa oleteaan aluksi, etta¨ taustasa¨teilykartta
on puhdistettu ha¨iritseva¨sta¨ etualan sa¨teilysta¨. Komponenttierottelua karttatasolla esitella¨a¨n esi-
merkiksi tutkielmassa [37]. Nykya¨a¨n komponenttierottelu on mahdollista tehda¨ myo¨s kulmatehos-
pektrin ma¨a¨ritta¨misen yhteydesta¨ ja ta¨sta¨ kerrotaan lyhyesti myo¨hemmin luvussa 5.2.
5.1 Kulmatehospektrin estimointiongelma
Luvussa 2 ma¨a¨ritelty havaittu kulmatehospektri (2.79) antaa biasoitumattoman estimaatin kulma-
tehospektrille ainoastaan ideaalisen mittauksen tapauksessa [38]. Ta¨ma¨ tarkoittaa ta¨ydellista¨ tai-
vaanpeittoa ja virheeto¨nta¨ signaalia. Todelliset taustasa¨teilymittaukset sisa¨lta¨va¨t kuitenkin muun
muassa kohinaa, eiva¨tka¨ edes satelliittikartoitukset kata koko taivasta. Huolellisesta komponent-
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tierottelusta huolimatta voimakas etualan sa¨teily Linnunradan tasossa pakottaa leikkaamaan osan
kartasta pois. Na¨in ollen kulmatehospektrin estimointi ei ole niin suoraviivaista kuin yhta¨lo¨ (2.79)
antaisi ymma¨rta¨a¨.
Kulmatehospektrin estimoinnissa la¨hto¨datana on siis pienimma¨n varianssin karttaestimaatti m
ja ta¨ssa¨ esiintyva¨n kohinan kovarianssiN. Kuten aiemminkin, kohinan ja signaalin oletetaan olevan
statistisesti riippumattomia, joten karttaestimaatin kovarianssi voidaan kirjoittaa muodossa
C ≡ 〈mmT〉 = 〈ssT〉+ 〈nnT〉 = S+N. (5.1)
Yhta¨lo¨n (2.77) mukaisesti signaalin korrelaatiot kahden taivaan pisteen va¨lilla¨ voidaan ilmaista
teoreettisen kulmatehospektrin avulla
Spq =
∑
l
2l + 1
4pi
ClPl(cos θpq). (5.2)
Ta¨ssa¨ θpq on pikselien p ja q keskikohtiin osoittavien yksikko¨vektorien va¨linen kulma. Taus-
tasa¨teilysignaalin osuus S on siis teoreettisen kulmatehospektrin Cl funktio, ja na¨in ollen taus-
tasa¨teilykartoituksen sisa¨lta¨ma¨ kosmologinen informaatio on kovarianssissa C. Ta¨ma¨n kovarians-
sin avulla voidaan muodostaa kulmatehospektrin uskottavuusfunktio olettamalla kohina ja signaali
erikseen gaussisesti jakautuneiksi [39]
L(Cl) = P (m|Cl) = (2piNpix detC)−
1
2 exp
(
−1
2
mTC−1m
)
. (5.3)
Ta¨ssa¨ Npix on kartan pikselien lukuma¨a¨ra¨. Ta¨llo¨in minimoitavaksi χ
2-funktioksi saadaan
χ2 = −2 lnL(Cl) = mT (S+N)−1m+ ln
(
2piNpix det(S+N)
)
. (5.4)
Kulmatehospektria¨ joka on ta¨ma¨n minimointiongelman ratkaisu kutstutaan suurimman uskotta-
vuuden estimaatiksi. Ta¨ma¨ ongelma voidaan kirjoittaa muodossa
∂lnL(Cl)
∂Cl
= 0, (5.5)
missa¨ vapaita parametreja¨ ovat arvot Cl johonkin yla¨rajaan lmax asti. Teoreettisen yla¨rajan asettaa
yhta¨lo¨ssa¨ (5.4) esiintyvien karttojen ja matriisien resoluutio lmax ≈ 3Nside− 1. Cl-estimaatin kiin-
nitta¨va¨t joukko differentiaaliyhta¨lo¨ita¨ (5.5), jotka ovat hyvin epa¨lineaarisia. Ne voidaan ratkaista
numeerisesti esimerkiksi niin kutstuttua iteratiivista Newton-Raphson menetelma¨a¨ ka¨ytta¨en [16].
Ta¨ha¨n menetelma¨a¨n perstuen on kehitetty mm. algoritmi MADCAP [40].
5.2 Gibbsin otantamenetelma¨
Vaikka uskottavuusfunktion (5.3) implementointi numeerisesti on mahdollista, sen ka¨ytto¨ muut-
tuu kuitenkin resoluution kasvaessa nopeasti laskennallisesti mahdottomaksi. Ta¨ssa¨ esiintyvien
determinanttien laskeminen ja matriisien ka¨a¨nta¨minen skaalautuvat kuten O(N3pix) ja na¨in ollen
ka¨yta¨nno¨ssa¨ sen ka¨ytto¨alue on resoluutioissa Nside ≤ 16 [39]. Palloharmonisen hajotelman kan-
nalta ta¨ma¨ vastaa luotettavia tuloksia multipoliin l . 30 asti. Na¨in ollen kappaleessa 4 esitelty ja-
kolinja matalien ja korkeiden multipolien approksimaatioiden va¨lissa¨ ta¨ytyy veta¨a¨ arvoon l ≈ 30.
Esimerkiksi Planck-satelliitin analyysissa¨ pienten skaalojen rakenteeseen sovellettavat gaussiset
approksimaatiot ovat kuitenkin liian epa¨tarkkoja alueessa l . 50 [39]. Ta¨llo¨in yhta¨lo¨n (5.3) imple-
mentointi suoraan ei anna riitta¨va¨n tarkkoja tuloksia.
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Planck-analyysissa¨ matalien multipolien kulmatehospektrin estimoinnissa on sovellettu niin
sanottua Gibbsin otantamenetelma¨a¨. Ta¨ma¨ algoritmi on era¨s Markovin ketju Monte Carlo -
menetelma¨n (engl. Markov Chain Monte Carlo, MCMC) sovellus. Tarkemmin ottaen, kyseessa¨
on Metropolis-Hastings-algoritmin [41] erikoistapaus. Menetelma¨n etuna on laskennallisen kevey-
den lisa¨ksi mm. sen joustavuus etualan sa¨teilyla¨hteiden mallinnuksessa ja na¨iden vaikutuksen
kulmatehospektriin huomioinnissa. Ta¨ssa¨ ka¨sitella¨a¨n aluksi yksinkertaisuuden vuoksi menetelma¨a¨
ilman etualan sa¨teilya¨. Suurin osa esitelta¨vista¨ tuloksista on annettu artikelissa [42]. Erilaisten
todenna¨ko¨isyysjakaumien analyyttisessa¨ tarkastelussa ta¨rkea¨ssa¨ asemassa ovat Bayesin teroeema
P (x1|x2) = P (x2|x1)P (x1)
P (x2)
(5.6)
ja jo aiemmin sovellettu todenna¨ko¨isyyksien ketjusa¨a¨nto¨
P (x1, x2, · · · , xn) = P (x1|x2, . . . , xn)P (x2, . . . , xn). (5.7)
Metropolis-Hastings-algoritmissa todenna¨ko¨isyysjakaumia kartoitetaan muodostamalla todenna¨-
ko¨isyyksien suhteita parametriavaruuden eri pisteissa¨. Ta¨llo¨in jakaumien parametriavaruuden pis-
teesta¨ riippumattomilla normitustekijo¨illa¨ ei yleensa¨ ole merkitysta¨ ja suurin osa kaavoista voidaan
kirjoittaa muodossa ”P (x) ∝ f(x)”. Vakiintuneen ka¨yta¨nno¨n mukaisesti (esim. [42–44]) laskuissa
ei tehda¨ eroa satunnaismuuttujien ehdollisten todenna¨ko¨isyyksien P (x|θ) ja parametrien uskotta-
vuusfunktioiden L(θ|x) va¨lilla¨, vaan kaikista puhutaan yksinkertaisesti todenna¨ko¨isyysjakaumina.
Kun Gibbsin otantamenetelma¨a¨ sovelletaan taustasa¨teilydataan, la¨hto¨kohtana on tutkia mi-
tatun kartan, taustasa¨teilysignaalin ja kulmatehospektrin yhdistettya¨ todenna¨ko¨isyysjakaumaa
P (Cl, s,m) = P (m|Cl, s)P (Cl, s) = P (m|s)P (s|Cl)P (Cl). (5.8)
Ylla¨ on ka¨ytetty hyva¨ksi tietoa, etta¨ kun signaalikartta kiinniteta¨a¨n, mitatun kartan todenna¨ko¨isyys
ei riipu kulmatehospektrista¨⇒ P (m|Cl, s) = P (m|s). P (Cl) on ennen mittausta olemassa olevaan
tietoon perustuva kulmatehospektrin todenna¨ko¨isyysjakauma, joka valitaan yleensa¨ P (Cl) = 1.
Marginalisoimalla signaalin s yli, jakauma (5.8) on normalisointia vaille ekvivalentti jakauman
(5.3) kanssa. Ta¨ma¨n yhdistetyn jakauman kartoittaminen saattaa ensialkuun vaikuttaa mah-
dottomalta. On kuitenkin osoitettavissa keskeinen tulos, jonka mukaan jos on mahdollista va-
lita otoksia jakaumista P (s|Cl,m) ja P (Cl|s,m), ta¨ta¨ otantamenetelma¨a¨ riitta¨va¨n pitka¨a¨n ite-
roimalla saadaan otoksia jotka noudattavat yhdistettya¨ jakaumaa (5.8) [41]. Kulmatehospektrin
todenna¨ko¨isyysjakauma riippuu ainoastaan taustasa¨teilysignaalin kovarianssista ⇒ P (Cl|s,m) ∝
P (Cl|s). Na¨in ollen otanta tapahtuu eksplisiittisesti valitsemalla alkuarvo C0l ja iteroimalla yhta¨lo¨ita¨
si+1 ← P (s|Cil ,m)
Ci+1l ← P (Cl|si+1).
(5.9)
Ta¨ssa¨ ”x ← P (y)”tarkoittaa jakaumaa P (y) noudattavan satunnaisotoksen x generointia. Na¨in
saadut otokset (Cil , s
i) noudattavat asymptoottisesti jakaumaa (5.8). Ta¨ta¨ iterointia kutsutaan
Gibbsin otantamenetelma¨ksi.
Jotta menetelma¨ olisi hyo¨dyllinen, on lo¨ydetta¨va¨ keino valita otoksia jakaumista (5.9). Taus-
tasa¨teilyfluktuaatioiden oletetaan edelleen olevan gaussisesti jakautuneita, jolloin signaalin kova-
rianssi (5.2) riippuu kulmatehospektrista¨ hyvin yksinkertaisella tavalla. Hyo¨dynta¨ma¨lla¨ signaa-
likartan palloharmonista hajotelmaa saadaan kiinnitettya¨ signaalikarttaa vastaava kulmatehos-
pektrin todena¨ko¨isyysjakauma muotoon [42]
P (Cl|s) =
∏
l
1√
C2l+1l
exp
(
− 1
2Cl
l∑
m=−l
|slm|2
)
. (5.10)
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Ta¨ssa¨ {slm} ovat signaalikartan palloharmonisen hajotelman kertoimet. Muotoa (5.10) olevaa
jakaumaa kutsutaan (2l−1)-asteen ka¨a¨nteiseksi gamma-jakaumaksi. Ta¨ta¨ jakaumaa noudattavien
otosten generointi on yksinkertaista. Jokaista multipolia l kohti generoidaan (2l − 1)-pituinen
vektori ρl riippumattomia gaussisia satunnaismuuttujia yksikko¨varianssilla ja nollaodotusarvolla
ja muodostetaan suure
σl =
l∑
m=−l
|slm|2. (5.11)
Ta¨llo¨in otos kulmatehospektrille on yksinkertaisesti
Cl =
σl
|ρl|2 , (5.12)
missa¨ |ρl| on vektorin ρl normi. Signaaliotoksen generointi on hieman monimutkaisempaa. Ote-
taan la¨hto¨kohdaksi yhdistetty todenna¨ko¨isyysjakauma P (Cl, s| m) ∝ P (m|Cl, s)P (Cl|s). Mitattu
kartta sisa¨lta¨a¨ taustasa¨teilysignaalia ja gaussista kohinaa n = m− s, jonka kovarianssin kertoo
matriisi N. Ta¨llo¨in
P (m|Cl, s) = P (m|s) ∝ exp
(
−1
2
(m− s)TN−1(m− s)
)
. (5.13)
P (Cl|s) on edelleen gaussista muotoa (5.2), jolloin
P (Cl, s|m) ∝ exp
(
−1
2
(m− s)TN−1(m− s)
)
exp
(
−1
2
sTS−1s
)
(5.14)
Kiinnitta¨ma¨lla¨ spektri Cl ta¨sta¨ saadaan P (s|Cl,m), joka voidaan saattaa muotoon
P (s|Cl,m) ∝ exp
(
−1
2
(s− sˆ)T(S−1 +N−1)(s− sˆ)
)
. (5.15)
Ta¨ssa¨ on ma¨a¨ritelty sˆ = (S−1+N−1)N−1m. Myo¨s P (s|Cl,m) on siis gaussinen jakauma odotusar-
volla sˆ ja kovarianssilla (S−1 +N−1)−1. Ta¨ta¨ jakaumaa noudattavien karttaotosten generointi on
Gibbsin otannan eniten laskentaresursseja vaativa osa [42]. Yksi mahdollisuus generoida otoksia
on muodostaa ensin kaksi gaussista nollaodotusarvoista ja yksikko¨varianssista vektoria ω0, ω1 ja
ratkaista karttaotos yhta¨lo¨sta¨(
S−1 +N−1
)
s = N−1d+ S−1/2ω0 +N−1/2ω1. (5.16)
On helposti ositettavissa [43], etta¨ 〈s〉 = sˆ ja 〈ssT〉 = (S−1 + N−1)−1. Matriisin (S−1 + N−1)
ka¨a¨nta¨minen on Planck-analyysin vaatimilla resoluutioilla raskasta, joten karttaotos pita¨a¨ ratkais-
ta iteratiivisesti. Ta¨ma¨ on ja¨lleen mahdollista konjugaattigradienttimenetelma¨lla¨ [43]. Yhta¨lo¨sta¨
(5.16) na¨hda¨a¨n, etta¨ itseasiassa Gibbsin otantamenetelma¨a¨ ka¨ytetta¨essa¨ tarve itse kohinan kova-
rianssimatriisille katoaa ja kohinan kuvaamiseen riitta¨a¨ ta¨ma¨n ka¨a¨nteismatriisi (4.24).
Kuten todettua, voimakas etualan sa¨teily aivan Linnunradan tasossa ja joissain pistela¨hteissa¨
ympa¨ri taivasta aiheuttaa sen etta¨ osa kartasta on leikattava pois kosmologisia tuloksia johdet-
taessa. Gibbsin otantamenetelma¨ssa¨ ta¨ma¨ on mahdollista ottaa huomioon esimerkiksi asettamalla
kohinan kovarianssin ka¨a¨nteismatriisin N−1 pois leikattavia taivaan pikseleita¨ vastaavat elementit
nolliksi. Muodollisesti ta¨ma¨ vastaa sita¨, etta¨ na¨issa¨ pisteissa¨ kohinan taso on a¨a¨reto¨n, eika¨ niista¨
siis saada mita¨a¨n informaatiota taustasa¨teilykarttaotoksia generoitaessa.
Keva¨a¨lla¨ 2013 julkaistut Planckin matalien multipolien kulmatehospektrit tuotettiin Gibb-
sin otantamenetelma¨a¨n perustuvalla Commander-algoritmilla [44]. Ta¨ssa¨ esitelma¨ssa¨ esitetysta¨
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poiketen Planck-analyysissa¨ myo¨s etualan sa¨teilyn komponenttien erottelu sisa¨llytettiin kulmate-
hospektrin estimointiin. Ta¨ma¨ tehda¨a¨n lisa¨a¨ma¨lla¨ karttaan signaalikomponentti kullekin etualan
sa¨teilyn la¨hteelle {fk} ja ottamalla na¨ma¨ huomioon yhdistetyssa¨ todenna¨ko¨isyysjakaumassa
P (Cl, s, {fk},m) = P (m|s, {fk})P (s|Cl)P (Cl)
∏
k
P (fk). (5.17)
Ta¨llo¨in myo¨s otosketjuun (5.9) lisa¨ta¨a¨n otoksen generointi kullekin sa¨teilykomponentille fk
f i+1k ← P (fk| Cil , si, {fj<k}i+1, {fj>k}i) (5.18)
Etualan sa¨teilyn la¨hteiden todenna¨ko¨isyysjakaumille ei yleensa¨ ole analyyttisia¨ lausekkeita, mutta
niita¨ on mahdollista kartoittaa numeerisesti [43]. Tarkemmin asiaa ka¨sitella¨a¨n esim. artikkeleis-
sa [42] & [44]. Na¨in saadaan taustasa¨teilykartan lisa¨ksi eroteltua mittausdatasta karttaestimaatit
myo¨s eri etualan sa¨teilyla¨hteille. Ta¨ta¨ ei kuitenkaan ka¨sitella¨ ta¨ssa¨ tutkielmassa tarkemmin. Sen
lisa¨ksi etta¨ Commander erottelee eri sa¨teilykomponentit toisistaan, se myo¨s huomioi voimak-
kaiden sa¨teilyla¨hteiden leikkaamisen kartoista juuri ylla¨ esitetylla¨ tavalla asettamalla a¨a¨retto¨ma¨n
kohinan tason liian kirkkaisiin pikseleihin. Kuvassa 5.1 on esitetty Planck-satelliitin keva¨a¨lla¨ 2013
julkaistuihin mittauksiin perustuva taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilan kulmatehospektri seka¨ mittaustu-
loksiin sovitettu ΛCDM-mallista saatava teoreettinen kulmaehospektri [39]. Spektrin alimmat
multipolit arvoon lmax = 50 asti on ma¨a¨ritetty juuri ylla¨ kuvattua Gibbsin otantamenetelma¨a¨
hyo¨dynta¨en.
Gibbs-otosten ketju ei viela¨ itsessa¨a¨n ole ka¨yta¨nno¨llinen tapa verrata dataa teoreettisiin Cl-
spektreihin. Voidaan kuitenkin osoittaa [42], etta¨ todenna¨ko¨isyysjakauma teoreettiselle spektrille
saadaan lausuttua signaalispektriotosten (5.11) avulla:
P (Cl|m) =
∫
dsP (Cl, s|m)
≈ 1
NG
NG∑
i=1
P (Cl| σil).
(5.19)
Ta¨ssa¨ summataan NG kappaletta generoituja signaalitehospektrina¨ytteita¨ σ
i
l ja summa approksi-
moi alkupera¨ista¨ jakaumaa sita¨ paremmin mita¨ enemma¨n na¨ytteita¨ on ka¨ytetta¨vissa¨. Se, millainen
relaatio teoreettisen kulmatehospektrin ja signaalispektrin va¨lilla¨ on (jakauma P (Cl|σl)), riippuu
mallista la¨mpo¨tilafluktuaatioille. Standardeille gaussisille la¨mpo¨tilafluktuaatioille ta¨ma¨ jakauma
on muotoa
P (Cl|σl) ∝
∞∏
l=0
1
Cl
e
2l+1
2
σl
Cl . (5.20)
Kun teoreettisen kulmatehospektrin uskottavuusfunktio L(Cl) = P (Cl|σl) on saatu kartoitet-
tua, ta¨ta¨ informaatiota ka¨yteta¨a¨n edelleen kosmologisten parametrien uskottavuusfunktioiden ja
parhaiten dataan sopivien arvojen ma¨a¨ritta¨miseen. Ta¨ma¨ tehda¨a¨n yleensa¨ generoimalla erilaisia
parametriyhdistelmia¨ MCMC-algoritmeja ka¨ytta¨en ja vertaamalla na¨ista¨ saatavien kulmatehos-
pektrien keskina¨isia¨ todenna¨ko¨isyyksia¨ uskottavuusfuntkion L(Cl) avulla. Ta¨lla¨ tavoin saadaan
kartoitettua todenna¨ko¨isyysjakauma parametriavaruudessa ja na¨in ollen kiinnitettya¨ dataan par-
haiten sopivat arvot parametreille seka¨ virherajat na¨iden ympa¨rilla¨. Yksi ta¨ssa¨ analyysissa¨ yleisesti
ka¨yto¨ssa¨ oleva koodi on CosmoMC [45]. Kosmologisten parametrien ma¨a¨ritta¨mista¨ ja mallinva-
lintaa ka¨sitella¨a¨n yksityiskohtaisesti esimerkiksi va¨ito¨skirjassa [17]. Taulukossa 5.1 on esitettyna¨
Planckin 2013 julkaistusta datasta ma¨a¨ritettyja¨ ta¨rkeita¨ kosmologisia parametreja¨. Na¨iden pa-
rametrien arvot vastaavat kuvaajassa 5.1 esitettya¨ teoreettista kulmatehospektria¨ ja yhteensopi-
vuus etenkin korkeilla multipoleilla on suorastaan ha¨mma¨stytta¨va¨. Loppuvuodesta 2014 Planckin
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on ma¨a¨ra¨ julkaista la¨mpo¨tilan kulmatehospektrin lisa¨ksi myo¨s polarisaatio- ja ristispektrit, joiden
voidaan odottaa tarkentavan parametrien arvoja entisesta¨a¨n esimerkiksi rikkomalla na¨iden va¨lista¨
degeneraatiota ja ehka¨ jopa paljastavan uusien ilmio¨iden, kuten primordiaalisten gravitaatioaal-
tojen olemassaolon.
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Kuva 5.1: Planck-satelliitin 2013 julkaistuihin mittauksiin perustuva la¨mpo¨tilan kulmatehospekt-
ri. Kuvassa na¨kyva¨t seka¨ datasta ma¨a¨ritetyt pisteet (sinisella¨), etta¨ niihin sovitettu ΛCDM-
mallista saatava teoreettinen kulmatehospektri (punaisella). Virhepylva¨a¨t datapisteiden ympa¨rilla¨
sisa¨lta¨va¨t kosmisen varianssin. (ESA/Planck collaboration).
Parametri Ma¨a¨ritelma¨ Suurin uskottavuus 68%-luottamusva¨li
Ωbh
2 Baryonisen aineen energiatiheys 0.022068 0.02207± 0.00033
Ωch
2 Kylma¨n pimea¨n aineen energiatiheys 0.12029 0.1196± 0.0031
ΩΛ Pimea¨n energian energiatiheys 0.6825 0.686± 0.020
τr Reionisaation optinen syvyys 0.0925 0.097± 0.038
ns Primordiaalisen tehospektrin spektri-indeksi 0.9624 0.9616± 0.0094
ln(1010As) Primordiaalisen tehospektrin amplitudi 3.098 3.103± 0.072
Taulukko 5.1: Kuuden ΛCDM-mallin perusparametrin Planckin keva¨a¨lla¨ 2013 julkaistuun dataan
parhaiten sopivat arvot [10]. Ta¨ssa¨ tiheysparametreja¨ skaalaava tekija¨ h on niin sanottu Hubblen
yksikko¨, joka ma¨a¨ra¨ytyy yhta¨lo¨sta¨ H0 = h × 100km/sMpc , jolloin h ∼ 0.7. Tiheysparametrien arvot
vastaavat nykyhetkea¨.
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Luku 6
Yhteenveto
Ta¨ma¨n tutkielman viitekehys on kosmisen mikroaaltotaustan havainnointi, havaintojen analysoin-
ti ja erityisesti kohina systemaattisena virhela¨hteena¨ ta¨ssa¨ analyysissa¨. Vaikka suurin osa analyy-
simenetelmista¨ soveltuu mihin tahansa koko taustasa¨teilytaivaan kartoittavaan kokeeseen, asioita
tarkasteltiin nimenomaan Planck-satelliitin na¨ko¨kulmasta. Jokaiseen analyysivaiheeseen on ole-
massa useita eri menetelmia¨, joista ta¨ha¨n tutkielmaan valittiin Planckin matalan taajuuden in-
strumentin virallisessa data-analyysissa¨ pohjana olevat menetelma¨t.
Kosminen mikroaaltotaustasa¨teily sisa¨lta¨a¨ valtavan ma¨a¨ra¨n kosmologista informaatiota, joka
voidaan nykyteknologian avulla mitata eritta¨in tarkasti seka¨ maan pinnalta etta¨ satelliittikartoi-
tuksilla. Ensimma¨iset havainnot tehtiin 1960-luvulla ja ta¨ma¨n ja¨lkeen taustasa¨teilyn la¨mpo¨tila
ja siina¨ esiintyva¨t fluktuaatiot on kartoitettu kosmologian kannalta la¨hes tyhjenta¨va¨sti. Sa¨teilyn
polarisaation mittaamisessa on kuitenkin paljon varaa tarkentaa tuloksia ja ta¨ma¨ onkin la¨hitu-
levaisuudessa ta¨rkeimpia¨ havaitsevan kosmologian tavoitteita. Huomattava parannus tilanteeseen
on odotettavissa jo loppuvuodesta 2014 kun Planckin polarisaatiodata julkaistaan.
Taustasa¨teilyn mikroskooppisten la¨mpo¨tilavaihteluiden ja polarisaation fysiikka ymma¨rreta¨a¨n
niin sanotun kosmologian standardimallin (tai ΛCDM-mallin) puitteissa melko tarkasti. Ta¨ma¨n
mallin perustan muodostavat kosmologinen ha¨irio¨teoria, eli Einsteinin yleisen suhteellisuusteorian
sovellus pienia¨ epa¨homogeenisuuksia sisa¨lta¨va¨a¨n maailmankaikkeuteen, seka¨ hyvin yksinkertainen
malli maailmankaikkeuden aine-energiasisa¨llo¨lle. Siita¨ saatavien teoreettisten ennusteiden ja toi-
saalta tarkkojen havaintojen yhdistelma¨ tuottaa hyvin luotettavaa tietoa varhaisesta maailman-
kaikkeudesta ja sen kehityksesta¨ nykyisenlaiseksi. Ta¨ma¨ on va¨henta¨nyt spekuloinnin mahdollisuut-
ta modernissa kosmologiassa, tai ainakin siirta¨nyt sen huomattavasti la¨hemma¨s maailmankaik-
keuden alkuhetkia¨. Tutkielman ensimma¨inen osa keskittyy taustasa¨teilyanalyysin motivoimiseksi
kosmologian teoreettiseen perustaan. Lyhyt ja yleisluotoinen johdatus tarvittaviin ka¨sitteisiin ja
na¨ihin liittyyva¨a¨n fysiikkaan seka¨ nykykosmologian perustan muodostaviin malleihin ka¨ytiin la¨pi
luvussa 2. Aihe on hyvin laaja ja ta¨ssa¨ tutkielmassa tavoite oli luoda yhteys teorian ja havaintojen
va¨lille.
Tutkielman toisessa osassa ka¨sitella¨a¨n taustasa¨teilydatan analysointia. Jotta tarkentuneista
mittauksista saataisiin hyo¨dynnettya¨ kaikki mahdollinen informaatio ja tieteelliset tulokset olisivat
luotettavia, on tunnettava tarkkaan mittausdataan vaikuttavat tekija¨t. Yksi ta¨rkea¨ systemaattinen
virhela¨hde on istrumenteissa esiintyva¨ kohina, joka vaikuttaa koko data-analyysiketjun pituudella.
Vaikka kohinan ka¨sittely la¨mpo¨tilamittauksissa on myo¨s oleellista, erityisen ta¨rkea¨a¨ se on heikkoa
polarisaatiosignaalia kartoitettaessa.
Ensimma¨inen analyysivaihe on satelliitista saatavien intensiteettina¨ytteiden projisointi tai-
vaankartaksi. Na¨ytteet sisa¨lta¨va¨t taivaalta saapuvan signaalin lisa¨ksi luonnollisesti myo¨s tuloksia
va¨a¨rista¨via¨ systemaattisia efekteja¨. Na¨ista¨ instrumenttikohinan poisto on luontevaa suorittaa kar-
tanteon yhteydessa¨ ja ta¨ha¨n on kehitetty useita tehokkaita algoritmeja. Na¨ma¨ menetelma¨t ovat
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kuitenkin luonteeltaan tilastollisia, jolloin osa kohinasta ja¨a¨ va¨ista¨ma¨tta¨ karttoihin. Planckin kal-
taisen tarkkuusmittauksen ollessa kyseessa¨ na¨iden residuaalien kuvaaminen on va¨ltta¨ma¨to¨nta¨, jot-
ta mittausdatan laadusta saataisiin riitta¨va¨n tarkka ka¨sitys. Luvussa 3 esiteltiin era¨s tapa formu-
loida taustasa¨teilykartan laskeminen ja ta¨ha¨n formalismiin perustuva approksimatiivinen, niin sa-
nottu destriping-menetelma¨ kohinan poistoon siina¨ esiintyvien korrelaatioiden avulla. Ta¨ma¨ mene-
telma¨ helpottaa ongelman laskennallista vaativuutta, mutta silla¨ on resurssien salliessa mahdollis-
ta pa¨a¨sta¨ mielivaltaisen la¨helle ideaalisia kohinanpoistomenetelmia¨. Destriping-approksimaatioon
perustuen on myo¨s analyyttisesti laskettavissa kohinakarttoihin va¨ista¨ma¨tta¨ ja¨a¨va¨n residuaali-
kohinan tilastollisia ominaisuuksia kuvaavia kovarianssimatriiseja, joita ka¨siteltiin luvussa 4. Sa-
moin kuin kohinan poistossa, myo¨s kovarianssimatriisien laskennassa destriping-menetelma¨ skaa-
lautuu laskentaresurssien mukaan, jolloin on lo¨ydetta¨vissa¨ kompromissi laskennallisen vaativuuden
ja riitta¨va¨n tarkan kuvauksen va¨lilla¨. Na¨ma¨ residuaalikohinan korrelaatiot taustasa¨teilykarttojen
pikseliavaruudessa kuvaavat kovarianssimatriisit ja niiden laadun varmistaminen on ollut ta¨ma¨n
tutkielman keskio¨ssa¨.
Tutkielmaa varten tuotettiin Planckin 30GHz:n taajuuskanavakarttaa vastaava kohinan kova-
rianssimatriisi kahdella eri tavalla ja vertailtiin Monte Carlo -simulaatoiden avulla na¨iden onnistu-
mista residuaalikohinan kuvauksessa. Vertailussa pyrittiin tuottamaan toisiaan mahdollisimman
hyvin vastaavat matriisi ja simulaatio-otos ja tutkimaan miten ta¨sta¨ ideaalitilanteesta poikkeami-
nen vaikuttaa na¨iden keskina¨iseen vastaavuuteen. Ta¨ma¨ tehtiin varioimalla destriping-menetelma¨n
kahta ta¨rkeinta¨ kohinan poistoon vaikuttavaa parametria¨: resoluutiota jolla kohinaa poistetaan ja
lyhinta¨ huomioon otettavaa korrelaatiopituutta aikatason kohinassa. Esimerkkimatriisien ja simu-
laatioiden kuvaus, seka¨ joitain tuloksia vertailuista on kovarianssimatriisien analyyttisen tarkas-
telun kanssa samassa luvussa 4. Ta¨rkeimma¨t tyo¨kalut matriisien laadun arvioinnissa ovat niin sa-
nottu kohinabias, joka kuvaa kohinan vaikutusta kulmatehospektreihin seka¨ niin sanottu χ2-testi,
jolla voidaan testata noudattaako satunnaismuuttuja haluttua jakaumaa. Testien tulokset olivat
keskena¨a¨n yhteensopivia ja odotetunlaisia – paras vastaavuus matriisien ja simulaatioiden va¨lilla¨
saavutettiin silla¨ parametriyhdistelma¨lla¨ joka oli teoreettisten tarkastelujen perusteella odotet-
tavissakin. Vertailussa huomattiin myo¨s, etta¨ vaikka kovarianssimatriisien kuvaus residuaalikohi-
nasta on jossain ma¨a¨rin puutteellinen, ne kuitenkin onnistuvat mallintamaan kohinan vaikutuksta
taustasa¨teilykarttojen ta¨rkeimma¨ssa¨ jatkoanalyysivaiheessa pa¨a¨osin melko hyvin.
Na¨iden kovarianssimatriisien ta¨rkein sovellusalue on kulmatehospektrin ma¨a¨ritys matalan reso-
luution kartoista. Seka¨ teoreettisten tarkastelujen etta¨ havaintojen seurauksena nykytutkimukses-
sa perusla¨hto¨kohdaksi on muodostunut kosmologisten ha¨irio¨iden gaussisuus. Ta¨llo¨in kaikki taus-
tasa¨teilyyn sisa¨ltyva¨ tilastollinen informaatio na¨ista¨ ha¨irio¨ista¨ voidaan ilmaista la¨mpo¨tilan ja po-
larisaation kulmatehospektrien seka¨ na¨iden ristikorrelaatiot kuvaavien spektrien avulla ja na¨ma¨
muodostavat standardin tavan verrata teoriaa ja havaintoja. Na¨ita¨ kulmatehospektreja¨ ma¨a¨ritet-
ta¨essa¨ kohinan kovarianssimatriisit tarjoavat kuvauksen siita¨, minka¨ verran kartoissa esiintyva¨ ko-
hina va¨a¨rista¨a¨ estimaatteja ja lisa¨a¨ niiden epa¨varmuutta. Luvussa 5 ka¨siteltiin kulmatehospektrin
estimointiongelmaa ensin yleisemmin ja ta¨ma¨n ja¨lkeen ka¨ytiin la¨pi yksityiskohtaisemmin Planck-
analyysin kannalta oleellinen Gibbsin otantamenetelma¨. Ta¨ma¨ on se menetelma¨, jolla Planckin
keva¨a¨lla¨ 2013 julkaistu virallinen matalien multipolien kulmatehospektriestimaatti tuotettiin. Vi-
rallisen 2013 Planck-analyysin tavoin ta¨ssa¨ keskityttiin ainoastaan la¨mpo¨tilan kulmatehospektriin.
La¨hitulevaisuudessa polarisaatiospektrit tulevat kuitenkin olemaan yha¨ merkitta¨va¨mma¨ssa¨ ase-
massa taustasa¨teilymittauksissa. Yhdistetyt korkeiden ja matalien multipolien kulmatehospektrit
ovat edelleen la¨hto¨datana kosmologisten parametrien ma¨a¨rityksessa¨ ja esimerkiksi na¨ille ennustei-
ta antavien eri inflaatiomallien vertailussa. Na¨iden lopputulosten ja niista¨ tehta¨vien pa¨a¨telmien
tarkkuuden ja luotettavuuden totuudenmukainen kuvaus on tieteellisesti eritta¨in merkitta¨va¨a¨ ja
ta¨ssa¨ kuvauksessa kohinan kovarianssimatriisit ja niiden laatu ovat osatekijo¨ita¨.
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